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1
ÅËÅÌÅÍÒÀÐÍÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

Ó îâîì ïîãëàâ§ó £åìî ïîíîâèòè îñíîâíå ïîjìîâå èç åëåìåíòàðíå
ìàòåìàòèêå, ñ öè§åì äà ñòóäåíòè ìîãó ëàêøå ïðàòèòè ñàäðæàjå ïðåä-
âè¢åíå ïðîãðàìîì îâîã ïðåäìåòà.

1.1 Ñêóïîâè

Ñêóï jå îñíîâíè ïîjàì ó ìàòåìàòèöè, êîjè íå äåôèíèøåìî. Èíòó-
èòèâíî, ñêóïîâè ñó êîëåêöèjå ðàçëè÷èòèõ îájåêàòà. Íà ïðèìjåð, ñêóï
èìåíà ñòóäåíàòà ïðâå ãîäèíå Åêîíîìñêîã ôàêóëòåòà ó Áà»îj Ëóöè, èëè
ñêóï ñâèõ ïàðíèõ ïðèðîäíèõ áðîjåâà.
Ñêóïîâå ìîæåìî çàäàòè íàáðàjà»åì åëåìåíàòà, êàî íà ïðèìjåð {2, 4, 6, ...}.
Íàj÷åø£å ó ìàòåìàòèöè ñêóïîâå çàäàjåìî îïèñíî. Íà ïðèìjåð, {x ∈
N|1 < x < 9} îçíà÷àâà ñêóï ñâèõ ïðèðîäíèõ áðîjåâà âå£èõ îä 1 è ìà»èõ
îä 9.
Ïðåìà áðîjó åëåìåíàòà, ñêóïîâå äèjåëèìî íà êîíà÷íå è áåñêîíà÷íå. Ïðè-
ïàäíîñò åëåìåíòà ñêóïó îçíà÷àâàìî ñà ñèìáîëîì ∈. Òàêî êàæåìî äà
1 ∈ A (1 ïðèïàäà ñêóïó A), ïðè ÷åìó jå A = {1, 2, 3, 4}. Òàêî¢å, 5 /∈ A (5
íå ïðèïàäà ñêóïó A). Ñêóï êîjè íåìà åëåìåíàòà íàçèâàìî ïðàçàí ñêóï
è îçíà÷àâàìî ãà ñà ∅.
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1.1.1 Îäíîñè èçìå¢ó ñêóïîâà

Jåäíàêîñò. Çà äâà ñêóïà A è B êàæåìî äà ñó jåäíàêà, è ïèøåìî
A = B àêî èìàjó èñòå åëåìåíòå.

Ïîäñêóï. Çà ñêóï A êàæåìî äà jå ïîäñêóï ñêóïà B è ïèøåìî A ⊂ B
àêî è ñàìî àêî jå ñâàêè åëåìåíò èç A ójåäíî è åëåìåíò èç B.

Íàäñêóï. Çà ñêóï A êàæåìî äà jå íàäñêóï ñêóïà B è ïèøåìî A ⊃ B
àêî è ñàìî àêî jå ñêóï B ïîäñêóï ñêóïà A.

Ïðàçàí ñêóï jå ïîäñêóï ñâàêîã ñêóïà.

Ñêóï îä n åëåìåíàòà èìà 2n ïîñêóïîâà. Íà ïðèìjåð, àêî ïîñìàòðàìî
ñêóï A = {1, 2, 3}, îñìî÷ëàíè ñêóï »åãîâèõ ïîäñêóïîâà jå

{∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, A}.

Ñêóï ñâèõ ïîäñêóïîâà ñêóïà A íàçèâàìî ïàðòèòèâíèì ñêóïîì ñêóïà A
è îçíà÷àâàìî ñà P (A).

1.1.2 Îïåðàöèjå ñà ñêóïîâèìà

Óíèjà. Óíèjà ñêóïîâà A è B, ó îçíàöè A∪B, jå ñêóï êîjè ÷èíå åëå-
ìåíòè êîjè ïðèïàäàjó áàð jåäíîì îä ñêóïîâà A èëè B. Íà ïðèìjåð, àêî
jå A = {1, 2, 3} è B = {1, 3, 5}, îíäà jå A ∪B = {1, 2, 3, 5}.
Çà îïåðàöèjó óíèjå âðèjåäå çàêîíè êîìóòàòèâíîñòè è àñîöèjàòèâíîñòè,
îäíîñíî

A ∪B = B ∪A,

A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C.

Ïðåñjåê. Ïðåñjåê ñêóïîâà A è B, ó îçíàöè A∩B, jå ñêóï êîjè ÷èíå åëå-
ìåíòè êîjè ñå íàëàçå ó ñêóïó A è ó ñêóïó B. Íà ïðèìjåð, çà ïðåòõîäíî
íàâåäåíå ñêóïîâå A è B jå A ∩B = {1, 3}.
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Àêî ñêóïîâè A è B íåìàjó çàjåäíè÷êèõ åëåìåíàòà, îäíîñíî àêî jå A∩B =
∅, çà A è B êàæåìî äà ñó äèñjóíêòíè. Çà îïåðàöèjó ïðåñjåêà âðèjåäå çà-
êîíè êîìóòàòèâíîñòè è àñîöèjàòèâíîñòè, îäíîñíî

A ∩B = B ∩A,

A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C.

Çà îïåðàöèjå ïðåñjåêà è óíèjå âðèjåäè çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè, îäíîñíî

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C),

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Ðàçëèêà. Ðàçëèêà ñêóïîâà A è B, ó îçíàöè A \ B, jå ñêóï êîjè ÷èíå
åëåìåíòè êîjè ñå íàëàçå ó ñêóïó A, à íèñó ó ñêóïó B. Íà ïðèìjåð, çà
ïðåòõîäíî íàâåäåíå ñêóïîâå A è B jå A \B = {2}.

Ïðèìjåð 1

Íåêà ñó äàòè ñêóïîâè A = {−3,−2,−1}, B = {−2,−1, 0, 1} è C =
{1, 2, 3, 4}. Èìàìî äà jå

A ∪ (B ∩ C) = {−3,−2,−1} ∪ {1} = {−3,−2,−1, 1}.

Ñà äðóãå ñòðàíå,

(A ∪B) ∩ (A ∪ C) = {−3,−2,−1, 0, 1} ∩ {−3,−2,−1, 1, 2, 3, 4}
= {−3,−2,−1, 1}.

Äàêëå, âèäèìî äà âðèjåäè çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè óíèjå ïðåìà
ïðåñjåêó.

Óíèâåðçàëíè ñêóï ñàäðæè ñâå åëåìåíòå êîjè ñå íàëàçå ó çàäàòèì ñêóïî-
âèìà. Îçíà÷àâàìî ãà ñà U . Êîìïëåìåíò ñêóïà A, ó îçíàöè AC , jå ðàçëèêà
óíèâåðçàëíîã ñêóïà è ñêóïà A. Çíà÷è, AC = U \A.
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Äåêàðòîâ ïðîèçâîä ñêóïîâà. Äåêàðòîâ ïðîèçâîä ñêóïîâà A èB, ó
îçíàöè A×B jå ñêóï ñâèõ óðå¢åíèõ ïàðîâà (a, b), ïðè ÷åìó jå a ∈ A è b ∈
B. Ïèøåìî, A×B = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B}. Íà ïðèìjåð, àêî jå A = {1, 2, 3}
è B = {a, b}, îíäà jå A × B = {(1, a), (1, b), (2, a), (2, b), (3, a), (3, b)} è
B ×A = {(a, 1), (a, 2), (a, 3),
(b, 1), (b, 2), (b, 3)}. Ïðèìjå£ójåìî äà jå ó îâîì ñëó÷àjó áðîj åëåìåíàòà
ñêóïà A jåäíàê 3, ñêóïà B jåäíàê 2, è ñêóïà A×B jåäíàê 6 (ïðîèçâîäó
áðîjåâà 2 è 3). Ó îïøòåì ñëó÷àjó, àêî jå áðîj åëåìåíàòà ñêóïà A jåäíàê
m, ñêóïà B jåäíàê n, îíäà jå áðîj åëåìåíàòà ñêóïà A × B jåäíàê mn.
Òàêî¢å, Äåêàðòîâ ïðîèçâîä íèjå êîìóòàòèâàí, A×B ̸= B ×A.
Äåêàòîâ ïðîèçâîä ñêóïà ðåàëíèõ áðîjåâà ñà ñàìèì ñîáîì jå ðàâàí

R2 = {(x, y)|x, y ∈ R}.

Åëåìåíòè ñêóïà R2 ñå ïðåäñòàâ§àjó ó ïðàâîóãëîì (Äåêàðòîâîì) êîîðäè-
íàòíîì ñèñòåìó. Íà ïðèìjåð, òà÷êå A = (−1, 2) è B = (2, 3) ñó ïðèêàçàíå
ñà:

1.1.3 Ñêóïîâè áðîjåâà

Ñêóï ïðèðîäíèõ áðîjåâà îçíà÷àâàìî ñà:

N = {1, 2, 3, 4, . . .}.
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Ñêóï öèjåëèõ áðîjåâà jå:

Z = {. . . ,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, . . .}.

Ðàöèîíàëàí áðîj jå áðîj êîjè ìîæåìî ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó êîëè÷íè-
êà äâà öèjåëà áðîjà a è b, îäíîñíî ó îáëèêó ðàçëîìêà a

b , b ̸= 0. Áðîj
a íàçèâàìî áðîjèëàö, à áðîj b èìåíèëàö ðàçëîìêà. Ñêóï ðàöèîíàëíèõ
áðîjåâà îçíà÷àâàìî ñà Q. Ðàöèîíàëíè áðîjåâè ïðåäñòàâ§åíè ó äåöèìàë-
íîì çàïèñó èìàjó èëè êîíà÷íî ìíîãî äåöèìàëà èëè áåñêîíà÷íî ìíîãî
äåöèìàëà êîjå ñå ïåðèîäè÷íî ïîíàâ§àjó.
Èðàöèîíàëíè áðîj íå ìîæåìî çàïèñàòè ó îáëèêó ðàçëîìêà. Ñêóï èðàöè-
îíàëíèõ áðîjåâà îçíà÷àâàìî ñà I. Ïðåäñòàâ§åíè ó äåöèìàëíîì çàïèñó
èðàöèîíàëíè áðîjåâè èìàjó áåñêîíà÷íî ìíîãî äåöèìàëà êîjå ñå íå ïîíà-
â§àjó ïåðèîäè÷íî.

Ïðèìjåð 2

Áðîjåâè −2 è 15 ñó öèjåëè. Òàêî¢å, îíè ñó è ðàöèîíàëíè áðîjåâè,
jåð èõ ìîæåìî çàïèñàòè êàî −2 = −2

1 è 15 = 15
1 .

Áðîjåâè 5
6 è

−12
8 ñó ðàöèîíàëíè.

Áðîjåâè
√
3 è π ñó èðàöèîíàëíè, jåð ñå ïîêàçójå äà ñå îíè íå ìîãó

ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó ðàçëîìêà.
Äåöèìàëíè áðîj 2, 5 jå ðàöèîíàëàí jåð ñå ìîæå íàïèñàòè êàî 5

2 (èìà
êîíà÷àí äåöèìàëíè çàïèñ).
Áðîj 0, 666666 . . . jå ðàöèîíàëàí jåð ãà ìîæåìî ãà ïðåäñòàâèòè êàî
2
3 (èìà áåñêîíà÷àí çàïèñ êîjè jå ïåðèîäè÷àí).

Óíèjà ñêóïà ðàöèîíàëíèõ è èðàöèîíàëíèõ áðîjåâà jå ñêóï ðåàëíèõ áðî-
jåâà êîjè îçíà÷àâàìî ñà R.
Îòâîðåíè èíòåðâàë ðåàëíèõ áðîjåâà (a, b), îäðå¢åí ñà äâà ðåàëíà áðîjà
a è b, a < b, jå ñêóï

(a, b) = {x ∈ R|a < x < b}.
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Çàòâîðåíè èíòåðâàë èëè ñåãìåíò ðåàëíèõ áðîjåâà [a, b], îäðå¢åí ñà äâà
ðåàëíà áðîjà a è b, a ≤ b, jå ñêóï

[a, b] = {x ∈ R|a ≤ x ≤ b}.

Ïîëóîòâîðåíè èíòåðâàëè ñå äåôèíèøó êàî:

(a, b] = {x ∈ R|a < x ≤ b}, [a, b) = {x ∈ R|a ≤ x < b}.

Áåñêîíà÷íè èíòåðâàëè ñó äàòè ñà:

(−∞, a) = {x ∈ R|x < a}, (−∞, a] = {x ∈ R|x ≤ a},

(a,∞) = {x ∈ R|x > a}, [a,∞) = {x ∈ R|x ≥ a}.

Ïðèìjåð 3

Íåêà ñó äàòè ñêóïîâè A = [2, 7), B = (3, 8) è C = {1, 2, 3}. Ó
êîîðäèíàòíîj ðàâíè ñêóï A×B jå ïðåäñòàâ§åí ñà:

Àïñîëóòíà âðèjåäíîñò áðîjà. Àïñîëóòíà âðèjåäíîñò íåíåãàòèâíîã
áðîjà jå òàj èñòè áðîj, äîê jå àïñîëóòíà âðèjåäíîñò íåãàòèâíîã áðîjà
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jåäíàêà îäãîâàðàjó£åì ïîçèòèâíîì áðîjó. Àïñîëóòíó âðèjåäíîñò ðåàëíîã
áðîjà x îçíà÷àâàìî ñà |x| è äåôèíèøåìî êàî:

|x| =

{
x, x ≥ 0

−x, x < 0.

Íà ïðèìjåð, | − 3| = 3, |4| = 4, |0| = 0, −| −
√
3| = −

√
3,
∣∣3
7

∣∣ = 3
7 .

Ïðèìjåð 4

Ôóíêöèjó f(x) = −|x + 1| + 1 áåç çíàêà àïñîëóòíå âðèjåäíîñòè
çàïèñójåìî êàî:

f(x) =

{
−x, x ≥ −1

x+ 2, x < −1.

Àðèòìåòè÷êå îïåðàöèjå. Ó îâîì äèjåëó £åìî ïîíîâèòè îñíîâíå ðà-
÷óíñêå îïåðàöèjå, ñà öè§åì äà ñòóäåíòèìà ïîìîãíåìî ó îòêëà»à»ó ãðå-
øàêà êîjå íàj÷åø£å ïðàâå êîä ðà÷óíà»à àðèòìåòè÷èõ èçðàçà, à êîjå
ïðåäñòàâ§àjó ïðîáëåì ó ñàâëà¢èâà»ó ãðàäèâà.
Óêîëèêî ó èçðàçó èìàìî âèøå îïåðàöèjà, ìîðàìî ïîøòîâàòè »èõîâ ïðè-
îðèòåò. Ïðâî ñå ïðèìjå»ójó îïåðàöèjå ìíîæå»à è äèjå§å»à, çàòèì ñàáè-
ðà»à è îäóçèìà»à. Ìíîæå»å è äèjå§å»å ñó îïåðàöèjå èñòîã ïðèîðèòå-
òà, è óíóòàð jåäíîã èçðàçà ïðèìjå»ójåìî èõ ñëèjåâà íà äåñíî. Îïåðàöèjå
ñàáèðà»à è îäóçèìà»à ñó òàêî¢å èñòîã ïðèîðèòåòà è ñâåjåäíî jå êîjèì
ðåäîñëèjåäîì èõ ïðèìjå»ójåìî àêî ñå íà¢ó ó jåäíîì èçðàçó.
Îñîáèíå ñàáèðà»à è ìíîæå»à

1. Çàêîí êîìóòàòèâíîñòè çà ñàáèðà»å: a+ b = b+ a.

2. Çàêîí àñîöèjàòèâíîñò çà ñàáèðà»å: a+ (b+ c) = (a+ b) + c.

3. Çàêîí êîìóòàòèâíîñòè çà ìíîæå»å: ab = ba.

4. Çàêîí àñîöèjàòèâíîñòè çà ìíîæå»å: a(bc) = (ab)c.
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5. Çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè: a(b+ c) = ab+ ac.

Ïðèìjåð 5

3
5 + 1

2 − 1
3

1− 7
2 −

(
2
3 + 3

2

) =
18+15−10

30
6−21−4−9

6

=
23
30
−28
6

= − 23 · 6
30 · 28

= − 23

5 · 28
= − 23

140
.

Ïðèìjåð 6

1
5

28
·

(
7
5

7
÷ 3

3

5
− 1

7

)
+ 5

5

6
÷ 5

12
=

33

28
·

(
54

7
÷ 18

5
− 1

7

)
+

35

6
÷ 5

12

=
33

28
·

(
54

7
· 5
18

−1

7

)
+
35

6
·12
5

=
33

28
·

(
15

7
−1

7

)
+14 =

33

28
·2+14 =

33

14
+14

=
33 + 196

14
=

229

14
= 16

5

14
.

1.1.4 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Íåêà jå U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} óíèâåðçàëíè ñêóï, è íåêà ñó
äàòè »åãîâè ïîäñêóïîâè

A = {1, 4, 5, 7, 9}, B = {1, 2, 4, 6, 8}, C = {2, 4, 6, 7, 10}.

Îäðåäèòè ñêóïîâå C ∩AC , B \ (A ∩ C), (C \A) ∪B.

2. Íåêà jå A = (2, 6], B = (3, 7), C = {1, 3}, D = [0, 5] è E = {1, 2, 3}.
Ó êîîðäèíàòíîj ðàâíè ñêèöèðàòè ñêóïîâå A × D, B × D, C × D,
A× E, B × E è C × E.
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3. Îäðåäèòè êîjèì ñêóïîâèìà ïðèïàäàjó ñ§åäå£è áðîjåâè:

3;
√
2;

√
5

4
; −π

3
; −2, 33.

4. Ïîðå¢àòè ñ§åäå£å áðîjåâå ïî âåëè÷èíè:

−1; 9; π;
√
5; | − 8|; −| − 3|; −3, 1.

5. Èçðà÷óíàòè A = x|y|−y|x|
|x|−|y| çà x = −1

2 , y = 2
3 .

6. Ôóíêöèjó f(x) = 3|x − 1| − x íàïèñàòè áåç çíàêà àïñîëóòíå âðè-
jåäíîñòè.

7. Íà£è âðèjåäíîñò èçðàçà:(
2

15
+ 1

7

12

)
· 30

103
−

(
2÷ 2

1

4

)
· 9

32
.

1.2 Ïðîöåíòè

Ïðîöåíàò, ó îçíàöè %, îçíà÷àâà äèjå§å»å ñà 100. Äàêëå, 1% = 1
100 .

Ó ïðîöåíòíîì ðà÷óíó âàæíî jå ïðåòâàðàòè ðàçëîìêå ó äåöèìàëíå áðî-
jåâå è çàîêðóæèâàòè äåöèìàëíå áðîjåâå. Òàêî jå, íà ïðèìjåð

63% =
63

100
= 0, 63;

25, 4% =
25, 4

100
=

254

1000
= 0, 254;

1, 4% = 0, 014.

Çàîêðóæèâà»å äåöèìàëíèõ áðîjåâà ñå îáè÷íî âðøè íà äâèjå äåöèìàëå.
Ïðèäðæàâàìî ñå ïðàâèëà çàîêðóæèâà»à:
(1) Àêî jå ïðâà öèôðà êîjó òðåáàìî îäáàöèòè ìà»à îä ïåò, òàäà ñå çàä»à
öèôðà íå ìèjå»à.
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(2) Àêî jå ïðâà îäáà÷åíà öèôðà jåäíàêà ïåò, à ïîñëèjå »å èìà âèøå öè-
ôàðà, çàä»à öèôðà ñå ïîâå£àâà çà jåäàí.
(3) Àêî jå ïðâà îäáà÷åíà öèôðà jåäíàêà ïåò, à ïîñëèjå »å íåìà âèøå
öèôàðà, îíäà ñå çàä»à öèôðà íå ìèjå»à àêî jå ïàðíà, à ïîâå£àâà çà
jåäàí àêî jå íåïàðíà.
(4) Àêî jå ïðâà îäáà÷åíà öèôðà âå£à îä ïåò, îíäà ñå çàä»à öèôðà ïîâå-
£àâà çà jåäàí.
Íà ïðèìjåð,

1, 3465 ≈ 1, 35;

1, 3435 ≈ 1, 34;

1, 3455 ≈ 1, 35;

1, 345 ≈ 1, 34.

Ïðèìjåð 7

Àêî jå íåòî ïëàòà ðàäíèêà 1500 ÊÌ ïîñëèjå îïîðåçèâà»à îä 41%,
áðóòî ïëàòó ðà÷óíàìî íà ñ§åäå£è íà÷èí:
Íåêà x îçíà÷àâà áðóòî ïëàòó.
Ïîðåç: 0, 41 · x.
Ïîðåç îäóçèìàìî îä áðóòî ïëàòå: x− 0, 41x = 1500.
Îäàâäå äîáèjàìî äà jå 0, 59x = 1500, îäíîñíî x = 1500 : 0, 59 ≈
2542, 37.
Çíà÷è äà jå ïëàòà ïðèjå îïîðåçèâà»à èçíîñèëà 2542, 37 ÊÌ.

1.2.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Èçðà÷óíàòè 0.5% îä 106.

2. Ñâjåæå ã§èâå ñàäðæå 90% âîäå, à ñóøåíå 12%. Êîëèêî ñå kg ñóøå-
íèõ ã§èâà äîáèjå ñóøå»åì 44 kg ñâjåæèõ ã§èâà?
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3. Ó ðóäíèêó jå èñêîïàíî 2210 òîíà óã§à è óòâð¢åíî jå äà îí ñàäð-
æè 2% âëàãå. Íà ñòîâàðèøòó ñå, óñëèjåä ÷åñòèõ ïàäàâèíà è äóãîã
ñòàjà»à, ïðîöåíàò âëàãå ïîâå£àî íà 15%. Çà êîëèêî ñå ïîâå£àâà
óêóïíà òåæèíà èñêîïàíîã óã§à?

4. Ìàðêî è Ïåòàð ñó çàðàäèëè èçâjåñíó êîëè÷èíó íîâöà è íàìjåðà-
âàëè äà ãà ïîäèjåëå ó îäíîñó 3 : 5. Ãðåøêîì jå ñóìà ïîäèjå§åíà
ó îäíîñó 3 : 2 è òàêî jå Ìàðêî äîáèî 360 KM âèøå íåãî øòî ìó
ïðèïàäà. Èçðà÷óíàòè óêóïíó ñóìó íîâöà, êàêî òðåáà ïðàâèëíî ïî-
äèjåëèòè íîâàö è êîëèêî jå ïðîöåíàòà óêóïíå ñóìå íîâöà äîáèî
Ìàðêî âèøå íåãî øòî ìó ïðèïàäà.

5. Íà òåñòó ñó ñòóäåíòèìà çàäàòà òðè çàäàòêà. Ïðè òîìå, 12% ñòó-
äåíàòà íèjå ðèjåøèëî íèjåäàí çàäàòàê, 32% jå ðèjåøèëî jåäàí èëè
äâà çàäàòêà, à 14 ñòóäåíàòà jå ðèjåøèëî ñâà òðè çàäàòêà. Êîëèêî
jå óêóïíî ñòóäåíàòà ðàäèëî îâàj òåñò?

6. Àêî Àíà óëîæè ó áàíêó 25000 KM íà ãîäèíó äàíà äîáè£å êàìàòó
îä p%. Íà ñàâ íîâàö êîjè óëîæè ïðåêî 25000 KM äîáèjà (p+2)% êà-
ìàòå. Êîëèêî íîâöà jå Àíà óëîæèëà ó áàíêó àêî jå óêóïíà êàìàòà
çà ãîäèíó äàíà áèëà (p+ 0.4)%?

1.3 Ñòåïåíè è êîðèjåíè

Äåôèíèøåìî n-òè ñòåïåí ðåàëíîã áðîjà a, ó îçíàöè an, n ∈ N êàî
ïðîèçâîä áðîjà a ñà ñàìèì ñîáîì n ïóòà. Îäíîñíî,

an = a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
n-ïóòà

.

Áðîj n çîâåìî åêñïîíåíò, äîê áðîj a çîâåìî áàçà ñòåïåíà. Ñòåïåíîâà»å
áðîjà a ̸= 0 íóëîì äåôèíèøåìî ñà:

a0 = 1.
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Èç äåôèíèöèjå ñòåïåíà jàñíî jå äà jå

1n = 1.

Óêîëèêî jå åêñïîíåíò ñòåïåíà íåãàòèâàí áðîj, ïîñòóïàìî íà ñ§åäå£è
íà÷èí:

a−n =
1

an
, a ̸= 0.

Ïðèìjåð 8

(
3
4

)−2
·
(
1
2

)0
−
(
2
3

)3
3−1 + 3−3

=

(
4
3

)2
· 1− 8

27

1
3 + 1

33

=
16
9 − 8

27
1
3 + 1

27

=
48−8
27
9+1
27

=
40

10
= 4.

Ìíîæå»å ñòåïåíà ñà jåäíàêèì áàçàìà

Àêî ñó áàçå ñòåïåíà jåäíàêå, îíäà èõ ìíîæèìî òàêî øòî áàçó ïðåïè-
øåìî, à åêñïîíåíòå ñàáåðåìî, îäíîñíî

an · am = am+n; m,n ∈ N.

Ïðèìjåð 9

2a−2b−3 · 1
4
ab2 =

1

2
a−2+1b−3+2 =

1

2
a−1b−1, a, b ̸= 0.

Äèjå§å»å ñòåïåíà ñà jåäíàêèì áàçàìà
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Ñëè÷íî êàî è êîä ìíîæå»à, êîä äèjå§å»à áàçó ïðåïèøåìî, à åêñïî-
íåíòå îäóçìåìî:

am : an = am−n, a ̸= 0, m, n ∈ N.

Ïðèìjåð 10

5

24
a3 · b2 :

(
25

12
a2 · b5

)
=

5

24
· 12
25

a3−2 · b2−5 =
1

10
a · b−3, b ̸= 0.

Ìíîæå»å è äèjå§å»å ñòåïåíà ñà jåäíàêèì åêñïîíåíòèìà

Óêîëèêî ìíîæèìî (äèjåëèìî) ñòåïåíå ñà jåäíàêèì åêñïîíåíòèìà, îí-
äà åêñïîíåíò ïðåïèøåìî, à áàçå ïîìíîæèìî (ïîäèjåëèìî):

an · bn = (a · b)n;

an : bn = (a : b)n, b ̸= 0, n ∈ N.

Ïðèìjåð 11

(4
5

)y
:
( 2

25

)y
=
(4
5
:
2

25

)y
=
(4
5
· 25
2

)y
= 10y;

5x ·
(1
5

)x
=
(
5 · 1

5

)x
= 1x = 1.
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Ñòåïåíîâà»å ñòåïåíà

Àêî ñòåïåí an, n ∈ N ñòåïåíójåìî áðîjåì m ∈ N, îíäà ïîìíîæèìî
åêñïîíåíòå n è m, à áàçó ïðåïèøåìî:

(an)m = amn.

Ïðèìjåð 12

(a4)4 = a4·4 = a16.

Ïðèìjåð 13

(a−3b4c−
3
5 )5 = (a−3)5(b4)5(c−

3
5 )5 = a−3·5b4·5c−

3
5
·5 = a−15b20c−3,

ïðè ÷åìó ñó a, c ̸= 0.

Íàâîäèìî ñàäà íåêå îä íàjçíà÷àjíèjèõ èäåíòèòåòà. Çà ðåàëíå áðîjåâå
a è b, âðèjåäè ñ§åäå£å.

Ðàçëèêà êâàäðàòà:

a2 − b2 = (a− b)(a+ b).

Ðàçëèêà êóáîâà:

a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2).

Çáèð êóáîâà:
a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2).
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Êâàäðàò ðàçëèêå:

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2

Êâàäðàò çáèðà:
(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2.

Êóá ðàçëèêå:

(a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3.

Êóá çáèðà:
(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3.

Êîðèjåíè

Çà äàòè ðåàëíè áðîj x, n-òè êîðèjåí jå ðåàëàí áðîj r êîjè ñòåïåíîâàí
ñà áðîjåì n äàjå x, óêîëèêî òàêàâ áðîj ïîñòîjè. Äàêëå,

n
√
x = r ⇔ rn = x.

Êîðèjåíå ìîæåìî ïîñìàòðàòè êàî ñòåïåíå ñà ðàöèîíàëíèì åêñïîíåíòîì,
îäíîñíî

n
√
xm = x

m
n .

Íàãëàøàâàìî îâäjå äà jå √
x2 = |x|.

Ïðèìjåð 14

Çà −2 ≤ x < 1, èìàìî äà jå√
x2 − 2x+ 1−

√
x2 + 4x+ 4 =

√
(x− 1)2 −

√
(x+ 2)2

= |x− 1| − |x+ 2| = −x+ 1− x− 2 = −2x− 1.
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Ïðèìjåð 15

(√
2 +

√
3 +

√
2−

√
3

)2

= 2 +
√
3 + 2

√
2 +

√
3

√
2−

√
3 + 2−

√
3

= 4 +

√
(2 +

√
3)(2−

√
3) = 4 + 2 · 1 = 6.

1.3.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Êîëèêî jå:√
4x2 − 4x+ 1−

√
x2 + 2x+ 1, çà− 1 ≤ x <

1

2
?

2. Èçðà÷óíàòè: (√
3 +

√
5−

√
3−

√
5

)2

.

3. Èçðà÷óíàòè âðèjåäíîñò ôóíêöèjå f(x) = 9x3 − 9x2 − x+ 1 çà x =
1−2

√
2

3 .

4. Ïîjåäíîñòàâèòè èçðàç:( √
a

√
a−

√
b
−

√
b

√
a+

√
b

)
· a− b

a
.

5. Ñâåñòè íà jåäàí êîðèjåí:

3

√
x− 2

x+ 3
·
√

x2 − 9

x2 − 2x
.
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6. Èçðà÷óíàòè âðèjåäíîñò áðîjíîã èçðàçà[(
a−

2
3 b

1
3 )0.5 : (a−

3
4 b−

3
4

) 2
3
]− 3

2

,

çà a = 1
16 è b = 2.

1.4 Îïåðàöèjå ñà àëãåáàðñêèì èçðàçèìà

Ïîëèíîì P , ñòåïåíà n è ïðîìjåí§èâå x, jå äåôèíèñàí ñà:

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + an−2x
n−2 + . . .+ a1x+ a0;

a0, a1, . . . , an−2, an−1, an ∈ R, an ̸= 0; n ∈ N ∪ {0}.
Áðîjåâè a0, a1, . . . , an−2, an−1, an ñå íàçèâàjó êîåôèöèjåíòè ïîëèíîìà.

Ïðèìjåð 16

x2 − 3x+ 4 jå ïîëèíîì ñòåïåíà 2.

3x5 − 4x3 − x2 + 1
2x jå ïîëèíîì ñòåïåíà 5.

5 jå ïîëèíîì ñòåïåíà 0.

4
x2 − 3x− 2 íèjå ïîëèíîì.

Ó ñ§åäå£èì ïðèìjåðèìà £åìî ïîêàçàòè êàêî ñðåäèòè (óïðîñòèòè) äàòè
àëãåáàðñêè èçðàç.

Ïðèìjåð 17
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(8a2 − 12ab)b2

2a(2ab2 − 3b3)
=

4a(2a− 3b)b2

2ab2(2a− 3b)
= 2; a ̸= 0, b ̸= 0, 2a− 3b ̸= 0.

Ïðèìjåð 18

2x− xy − y + 2

3x+ xy + y + 3
=

2(x+ 1)− y(x+ 1)

x(3 + y) + y + 3

=
(x+ 1)(2− y)

(3 + y)(x+ 1)
=

2− y

3 + y
; x ̸= −1.

Ïðèìjåð 19

1− a

3a
− 2a+ 1

4a2
+

a

2a
=

(1− a) · 4a− (2a+ 1) · 3 + a(6a)

12a2

=
4a− 4a2 − 6a− 3 + 6a2

12a2
=

2a2 − 2a− 3

12a2
; a ̸= 0.

1.4.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

Ó çàäàöèìà 1.-4. ïîjåäíîñòàâèòè äàòå èçðàçå.

1. 6x2y+6xy2

3x2+6xy+3y2
.

2. ab+a+bc+c
1−3b+3b3−b2

.

3. a2+2ab+b2−c2

(a+b+c)a+(a+b+c)c .

4.
(
a2−a
a2+1

+ 2a2

a3−a2+a−1

)(
1− 1

a2

)
.
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5. Îäóçåòè ðàçëîìêå:

(à) x−1
2x − 1+2x

x2 − x−1
x3 .

(á) a2−a−6
a2−4

− a−1
2−a .

1.5 Ðjåøàâà»å íåêèõ (íå)jåäíà÷èíà

Ðèjåøèòè (íå)jåäíà÷èíó çíà÷è íà£è ñâå âðèjåäíîñòè ïðîìjåí§èâå
(ïðîìjåí§èâèõ) çà êîjå jå (íå)jåäíà÷èíà çàäîâî§åíà.
Ëèíåàðíà jåäíà÷èíà jå îáëèêà ax + b = 0, äîê ëèíåàðíà íåjåäíà÷èíà
èìà jåäàí îä ñ§åäå£èõ îáëèêà: ax + b > 0, ax + b < 0, ax + b ≥ 0 èëè
ax+ b ≤ 0, ãäjå ñó a è b ðåàëíè áðîjåâè è a ̸= 0.

Ïðèìjåð 20

Ðèjåøè£åìî jåäíà÷èíó:

x− 6 = 2x− (5x− 7).

Èìàìî:
x− 6 = 2x− 5x+ 7

x− 6 = −3x+ 7

4x = 13

x =
13

4
.

Ïðèìjåð 21

Íåjåäíà÷èíó x− 6 ≥ 2x− (5x− 7), ðjåøàâàìî íà ñëè÷àí íà÷èí êàî
è ïðèïàäíó jåäíà÷èíó. Îäíîñíî, äîáèjàìî äà jå:

x− 6 ≥ 2x− 5x+ 7
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x+ 3x ≥ 7 + 6

x ≥ 13

4
.

Äàêëå, ðjåøå»à ñó ñâè ðåàëíè áðîjåâè âå£è èëè jåäíàêè îä 13
4 , èëè

ñâè áðîjåâè ó èíòåðâàëó
[
13
4 ,∞).

Êâàäðàòíà jåäíà÷èíà jå jåäíà÷èíà îáëèêà:

ax2 + bx+ c = 0,

ïðè ÷åìó ñó a, b è c ðåàëíè áðîjåâè è a ̸= 0.
Ñëè÷íî, êâàäðàòíà íåjåäíà÷èíà èìà jåäàí îä ñ§åäå£èõ îáëèêà: ax2 +
bx + c > 0, ax2 + bx + c < 0, ax2 + bx + c ≥ 0, èëè ax2 + bx + c ≤ 0;
a, b, c ∈ R, a ̸= 0.
Ðjåøå»à êâàäðàòíå jåäíà÷èíå äîáèjàìî ïîìî£ó ôîðìóëå:

x1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
.

Ó çàâèñíîñòè îä âðèjåäíîñòè äèñêðèìèíàíòå D = b2 − 4ac, êâàäðàòíà
jåäíà÷èíà èìà:
(1) Jåäíî äâîñòðóêî ðåàëíî ðjåøå»å àêî è ñàìî àêî jå D = 0.
(2) Äâà ðàçëè÷èòà ðåàëíà ðjåøå»à àêî è ñàìî àêî jå D > 0.
(3) Jåäàí ïàð êîíjóãîâàíî êîìïëåêñíèõ ðjåøå»à àêî è ñàìî àêî jåD < 0.

Ïðèìjåð 22

Èñïèòà£åìî ïðèðîäó ðjåøå»à êâàäðàòíå jåäíà÷èíå x2+3x+m = 0
ó çàâèñíîñòè îä ïàðàìåòðà m.
Äèñêðèìèíàíòà jå: D = 9− 4m.
Ðàçëèêójåìî òðè ñëó÷àjà:
(1) D > 0 ⇒ 9− 4m > 0 ⇒ m < 9

4 .
(2) D = 0 ⇒ 9− 4m = 0 ⇒ m = 9

4 .
(3) D < 0 ⇒ 9− 4m < 0 ⇒ m > 9

4 .
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Äàêëå, çàm < 9
4 ðjåøå»à ñó ðåàëíà è ðàçëè÷èòà, çàm = 9

4 ðjåøå»à
ñó ðåàëíà è jåäíàêà, à çàm > 9

4 ðjåøå»à ñó êîíjóãîâàíî êîìïëåêñíè
áðîjåâè.

Óêîëèêî ñó x1 è x2 ðjåøå»à êâàäðàòíå jåäíà÷èíå ax
2 + bx+ c = 0, îíäà

êâàäðàòíè òðèíîì íà ëèjåâîj ñòðàíè jåäíàêîñòè ìîæåìî ôàêòîðèñàòè
êàî:

ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2).

Ïðèìjåð 23

Ïîñìàòðàjìî jåäíà÷èíó:

x2 + x− 6 = 0.

�åíà ðjåøå»à ñó:

x1,2 =
−1±

√
1− 4(1)(−6)

2(1)
=

−1±
√
1 + 24

2
=

−1±
√
25

2

=
−1± 5

2
.

Äàêëå, x1 = 2, x2 = −3.

Ïðèìjåð 24

Ðèjåøè£åìî íåjåäíà÷èíó: x2 + x− 6 ≤ 0.
Ðjåøàâàìî jå òàêî øòî ïðâî íà¢åìî ðjåøå»à ïðèïàäíå êâàäðàòíå
jåäíà÷èíå: x2 + x− 6 = 0.
Èç ïðåòõîäíîã ïðèìjåðà çíàìî äà ñó ðjåøå»à x1 = 2 è x2 = −3.
Ôàêòîðèøåìî êâàäðàòíè òðèíîì êàî:

x2 + x− 6 = (x− 2)(x+ 3).
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Èñïèòà£åìî çíàê òðèíîìà ïîìî£ó òàáåëå:

−∞ -3 2 ∞
x− 2 − − +

x+ 3 − + +

x2+x−6 + − +

Çíà÷è, ðjåøå»å íåjåäíà÷èíå jå ñâàêè x èç èíòåðâàëà [−3, 2].

Ïðèìjåð 25

Ïîñìàòðàjìî jåäíà÷èíó:

x

x− 1
+ 1 =

2

2x+ 3
; x ̸= −3

2
, x ̸= 1.

Jåäíà÷èíó ðjåøàâàìî íà ñ§åäå£è íà÷èí:

x+ (x− 1)

x− 1
=

2

2x+ 3
,

2x− 1

x− 1
=

2

2x+ 3
,

2x− 1

x− 1
− 2

2x+ 3
= 0,

(2x− 1)(2x+ 3)− 2(x− 1)

(x− 1)(2x+ 3)
= 0,

4x2 + 4x− 3− 2x+ 2

2x2 + 3x− 2x− 3
= 0,

4x2 + 2x− 1

2x2 + x− 3
= 0.
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Îâàj ðàçëîìàê jå jåäíàê íóëè êàäà jå »åãîâ áðîjèëàö jåäíàê íóëè,
îäíîñíî êàäà jå:

4x2 + 2x− 1 = 0.

Äàêëå, ðjåøå»à ñó: x1 = −1 +
√
5 è x2 = −1−

√
5.

Jåäíà÷èíó ó êîjîj ñå íåïîçíàòà íàëàçè ïîä êîðèjåíîì íàçèâàìî èðàöèî-
íàëíà.

Ïðèìjåð 26

Èðàöèîíàëíó jåäíà÷èíó
√
x+ 7 = x+1, çà x ≥ −1, ðjåøàâàìî òàêî

øòî êâàäðèðàìî îájå ñòðàíå jåäíà÷èíå:

x+ 7 = (x+ 1)2,

x+ 7 = x2 + 2x+ 1,

x2 + x− 6 = 0.

Ðjåøå»à îâå êâàäðàòíå jåäíà÷èíå ñó: x1 = −3 è x2 = 2.
Ðjåøå»å x1 = −3 îäáàöójåìî jåð áèñìî ó òîì ñëó÷àjó èìàëè äà jå√
4 = −2, øòî íèjå ìîãó£å.

Äàêëå, èðàöèîíàëíà jåäíà÷èíà èìà ñàìî jåäíî ðjåøå»å x = 2.

1.5.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Ðèjåøèòè ñ§åäå£å ëèíåàðíå jåäíà÷èíå:

(à) x+ 5
6 = 21

2 ;

(á) 3x
2 − 7 = 3;

(â) 3x
4 + 1 = 2x

3 + 21
2 ;

(ã) 1−x
2 + 1+x

3 = 5x
6 ;

(ä) 0, 4x+ 1, 12− 0, 5x+ 1
5 = 0, 4.
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2. Ðèjåøèòè ñ§åäå£å êâàäðàòíå jåäíà÷èíå:

(à) x2 − 12x+ 35 = 0;

(á) x2 − 6x+ 9 = x− 3;

(â) (x− 2)2 + 2x = 7(x− 2);

(ã) (11 + x)(14 + x) = 304.

3. Èñïèòàòè ïðèðîäó ðjåøå»à êâàäðàòíå jåäíà÷èíå

(n+ 3)x2 − 2(n+ 1)x+ n− 5 = 0

ó çàâèñíîñòè îä ïàðàìåòðà n.

4. Ðèjåøèòè ñ§åäå£å ðàöèîíàëíå jåäíà÷èíå:

(à) x−1
2 + 2x

3 = 5x
6 ;

(á) x−3
x = −6x+ 19;

(â) x−4
2x+5 = x+7

x−2 ;

(ã) x−3
x−5 + 1

x = x+5
x(x−5) .

5. Ðèjåøèòè èðàöèîíàëíå jåäíà÷èíå:

(à) 1 +
√
x2 − 9 = x;

(á)
√

12− x
√
x2 − 8 = 3.

(â)
√
2x+ 8 +

√
x+ 5 = 7.

(ã)
√
7x− 1−

√
3x− 18 = 5.

1.6 Ëèíåàðíå ôóíêöèjå

Ôóíêöèjîì ñå èçðàæàâà çàâèñíîñò jåäíå ïðîìjåí§èâå îä jåäíå èëè
âèøå äðóãèõ ïðîìjåí§èâèõ. Òà çàâèñíîñò ñå îáè÷íî îçíà÷àâà ñà

y = f(x),
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èëè
y = f(x1, x2, .., xn),

óêîëèêî èìàìî âèøå ïðîìjåí§èâèõ.
Ñà f ñå îáè÷íî îçíà÷àâà íåêà ôóíêöèjà, y jå çàâèñíà ïðîìjåí§èâà, äîê
x, x1, x2, .., xn îçíà÷àâàjó íåçàâèñíå ïðîìjåí§èâå.
Íàâåäåíå èçðàçå ÷èòàìî êàî "y jå ôóíêöèjà îä x", èëè "y jå ôóíêöèjà
îä x1, x2, .., xn."
Ó åêîíîìèjè ÷åñòî ñðå£åìî ôóíêöèjó ïîòðàæ»å (d) êîjà èçðàæàâà çà-
âèñíîñò ïîòðàæ»å çà íåêèì ïðîèçâîäîì îä »åãîâå öèjåíå (p), è òó âåçó
ìîæåìî íàïèñàòè êàî

d = f(p).

Íàðàâíî, ïîòðàæ»à çà íåêèì ïðîèçâîäîì ìîæå, ïîðåä öèjåíå, çàâèñèòè
è îä äðóãèõ ôàêòîðà. Íà ïðèìjåð, ôóíêöèjà

d = f(p, pt) = 12− 1.5p+ 2pt,

çàâèñè îä öèjåíå ïðîèçâîäà p è öèjåíå óñëóãà ïðåâîçà pt.

Ïðèìjåð 27

Íåêà jå ïîòðàæ»à çà íåêèì ïðîèçâîäîì ó çàâèñíîñòè îä öèjåíå
äàòà òàáåëîì:

Ïîòðàæ»à Öèjåíà

44 8.0

67 7.0

93 6.0

124 5.0

162 4.0

210 3.0

280 2.0

400 1.0
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Èç òàáåëå ìîæåìî âèäjåòè äà ïîòðàæ»à ðàñòå óêîëèêî jå öèjåíà
ìà»à.

Äîìåí èëè îáëàñò äåôèíèñàíîñòè ôóíêöèjå jå ñêóï âðèjåäíîñòè íåçà-
âèñíå ïðîìjåí§èâå çà êîjå ìîæåìî èçðà÷óíàòè âðèjåäíîñòè ôóíêöèjå.
Íóëå (ëèíåàðíå) ôóíêöèjå ñó âðèjåäíîñòè íåçàâèñíå ïðîìjåí§èâå çà êî-
jå jå âðèjåäíîñò ôóíêöèjå jåäíàêà íóëè.
Ãðàôèê ôóíêöèjå f jå ñêóï òà÷àêà ó ðàâíè Gf = {(x, f(x))|x ∈ Df}, ïðè
÷åìó ñìî ñà Df îçíà÷èëè äîìåí ôóíêöèjå f .

Ó åêîíîìèjè ñå ÷åñòî ñóñðå£åìî ñà ëèíåàðíèì ôóíêöèjàìà. Ãðàôèê
ëèíåàðíå ôóíêöèjå jå ïðàâà, äîê jå »åíà jåäíà÷èíà äàòà ñà:

y = f(x) = kx+ n.

Ðåàëíè áðîj k ñå íàçèâà êîåôèöèjåíò ïðàâöà è ïðåäñòàâ§à ñòîïó ïðî-
ìjåíå çàâèñíå ïðîìjåí§èâå y. Ñ äðóãå ñòðàíå, ðåàëíè áðîj n íàçèâàìî
êîíñòàíòíè ÷ëàí èëè ïðåñjåê ãðàôèêà ôóíêöèjå ñà y-îñîì.
Äà áèñìî íàöðòàëè ãðàôèê ëèíåàðíå ôóíêöèjå ïîòðåáíî jå íà£è äâèjå
òà÷êå êîjå çàäîâî§àâàjó jåäíà÷èíó ôóíêöèjå è çàòèì íàöðòàòè ïðàâó
êîjà ïðîëàçè êðîç »èõ.

Ïðèìjåð 28

Íåêà jå äàòà ëèíåàðíà ôóíêöèjà y = −5x+ 25.
Àêî ñòàâèìî äà jå x = 1 ó jåäíà÷èíó ôóíêöèjå, îíäà jå y = 20.
Ñëè÷íî, çà x = 5 äîáèjàìî äà jå y = 0. Äàêëå, èìàìî äâèjå òà÷-
êå êîjå çàäîâî§àâàjó jåäíà÷èíó ôóíêöèjå: A(1, 20) è B(5, 0). Ñàäà
ìîæåìî íàöðòàòè ãðàôèê:
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−30 −20 −10 10 20 30

−20

20
A

B x

y

Ïðèìjåð 29

Jåäàí ïðèìjåð ëèíåàðíå ôóíêöèjå ó åêîíîìèjè jå è îâà ôóíêöèjà
ïîòðàæ»å:

q(p) = −p+ 20,

ïðè ÷åìó jå p îçíàêà çà öèjåíó íåêîã ïðîèçâîäà.
Ïðèìjå£ójåìî äà ñå ñà ïîâå£à»åì öèjåíå ïîòðàæ»à ñìà»ójå.

Äàêëå, àêî ñå ñà ïîâå£à»åì (ñìà»èâà»åì) âðèjåäíîñòè íåçàâèñíå ïðî-
ìjåí§èâå, âðèjåäíîñò ôóíêöèjå ñìà»ójå (ïîâå£àâà), ôóíêöèjà jå îïàäà-
jó£à. Àêî ñå ñà ïîâå£à»åì (ñìà»èâà»åì) âðèjåäíîñòè íåçàâèñíå ïðî-
ìjåí§èâå, âðèjåäíîñò ôóíêöèjå ïîâå£àâà (ñìà»ójå), ôóíêöèjà jå ðàñòó-
£à. Òî íàì ãîâîðè è êîåôèöèjåíò ïðàâöà: óêîëèêî jå ïîçèòèâàí, ôóíê-
öèjà jå ðàñòó£à, a óêîëèêî jå íåãàòèâàí, ôóíêöèjà jå îïàäàjó£à.

Êîä ëèíåàðíå ôóíêöèjå y = kx+ n, óìjåñòî íåçàâèñíå ïðîìjåí§èâå
x ìîæåìî óâðñòèòè áèëî êîjè ðåàëíè áðîj è çàòèì èçðà÷óíàòè âðèjåä-
íîñò ôóíêöèjå y. Ïðåìà òîìå, äîìåí ëèíåàðíå ôóíöêèjå jå ñêóï ðåàëíèõ
áðîjåâà, R. Ñ äðóãå ñòðàíå, ñêóï âðèjåäíîñòè ôóíêöèjå íàçèâàìî êîäî-
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ìåí èëè îáëàñò âðèjåäíîñòè ôóíêöèjå. Jàñíî jå äà jå êîäîìåí ëèíåàðíå
ôóíêöèjå ñêóï ðåàëíèõ áðîjåâà.

Çà k ̸= 0 ëèíåàðíà ôóíêöèjà èìà jåäíó íóëó, −n
k , ó êîjîj ñèjå÷å x-

îñó, äîê çà k = 0 íåìà íóëà (ôóíêöèjà jå êîíñòàíòíà è »åí ãðàôèê jå
ïàðàëåëàí x-îñè).

Òà÷êà ïðåñjåêà ñà y-îñîì ãðàôèêà ëèíåàðíå ôóíêöèjå ñå äîáèjå êàäà
óâðñòèìî x = 0 ó jåäíà÷èíó ôóíêöèjå.

1.7 Ñèñòåìè ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà

Äåôèíèöèjà 1.1

Ïîä ñèñòåìîì îäm ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà ñà n íåïîçíàòèõ x1, x2, . . . xn
ïîäðàçóìèjåâàìî:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

Ðåàëíå áðîjåâå a11, a12, . . . am1, am2, . . . amn íàçèâàìî êîåôèöèjåíòè
ñèñòåìà, äîê áðîjåâå b1, b2, . . . bm íàçèâàìî ñëîáîäíè ÷ëàíîâè.

Çà m ̸= n ñèñòåì íàçèâàìî ïðàâîóãàîíèì, äîê çà m = n êàæåìî äà jå
ñèñòåì êâàäðàòíè.

Äåôèíèöèjà 1.2

Ðjåøå»å ãîð»åã ñèñòåìà jåäíà÷èíà jå óðå¢åíà n-òîðêà



Ãëàâà 1. ÅËÅÌÅÍÒÀÐÍÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ 33

(r1, r2, . . . , rn) çà êîjó âðèjåäè äà jå:
a11r1 + a12r2 + . . .+ a1nrn = b1

a21r1 + a22r2 + . . .+ a2nrn = b2
...

am1r1 + am2r2 + . . .+ amnrn = bm.

Äåôèíèöèjà 1.3

Çà äâà (èëè âèøå) ñèñòåìà jåäíà÷èíà êàæåìî äà ñó åêâèâàëåíòíè
àêî èìàjó èñòà ðjåøå»à.

Äåôèíèöèjà 1.4

Åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå íà ñèñòåìó ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà ñó:

� Çàìjåíà ìjåñòà jåäíà÷èíà ñèñòåìà.

� Ìíîæå»å jåäíà÷èíå ñà áðîjåì ðàçëè÷èòèì îä íóëå.

� Ìíîæå»å jåäíå jåäíà÷èíå ñèñòåìà ñà áðîjåì ðàçëè÷èòèì îä
íóëå è »åíî ñàáèðà»å ñà íåêîì äðóãîì jåäíà÷èíîì.

Òåîðåìà 1.1

Ïðèìjåíîì åëåìåíòàðíèõ òðàíñôîðìàöèjà íà íåêîì ñèñòåìó ëèíå-
àðíèõ jåäíà÷èíà, äîáèjàìî ñèñòåì êîjè èìà èñòà ðjåøå»à êàî è
ïîëàçíè (åêâèâàëåíòíè ñèñòåì).

Çà ñèñòåì ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà êàæåìî äà jå ñàãëàñàí àêî èìà áàð jåä-
íî ðjåøå»å. Ó ñóïðîòíîì êàæåìî äà jå íåñàãëàñàí. Çà ñàãëàñíè ñèñòåì
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âðèjåäè òà÷íî jåäíà îä ñ§åäå£èõ òâðä»è:
(1) Ñèñòåì èìà òà÷íî jåäíî ðjåøå»å (ñèñòåì jå îäðå¢åí).
(2) Ñèñòåì èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî ðjåøå»à (ñèñòåì jå íåîäðå¢åí).
. Ó ñ§åäå£èì ïðèìjåðèìà £åìî ïîíîâèòè äâèjå ìåòîäå çà ðjåøàâà»å
ñèñòåìà: ìåòîäó çàìjåíå è Ãàóñîâó ìåòîäó.

Ïðèìjåð 30

Ãàóñîâîì ìåòîäîì £åìî ðèjåøèòè ñèñòåì:
x− y + 3z = 20

−3x+ 4y + 2z = −7

−x+ 2y + z = −2.

Àêî ïîìíîæèìî ïðâó jåäíà÷èíó ñà 3 è ñàáåðåìî äîáèjåíó jåäíà÷èíó
ñà äðóãîì jåäíà÷èíîì, è çàòèì ñàáåðåìî ïðâó jåäíà÷èíó ñà òðå£îì
jåäíà÷èíîì, äîáèjàìî: 

x− y + 3z = 0

y + 11z = 53

y + 4z = 18.

Ñàäà £åìî ïîìíîæèòè äðóãó jåäíà÷èíó ñà −1 è ñàáðàòè ñà òðå£îì.
Ñëèjåäè äà jå: 

x− y + 3z = 0

y + 11z = 53

−7z = −35.

Êàäà ñìî ñâåëè ïî÷åòíè ñèñòåì íà îâàj åêâèâàëåíòíè ñèñòåì òðîó-
ãàîíîã îáëèêà, íàëàçèìî íàjïðèjå z. Èç òðå£å jåäíà÷èíå èìàìî äà jå
z = 5. Çàòèì ñòàâ§àìî z = 5 ó äðóãó jåäíà÷èíó è äîáèjàìî y = −2.
Íà êðàjó ñòàâ§àìî z = 5 è y = −2 ó ïðâó jåäíà÷èíó è äîáèjàìî äà
jå x = 3. Çíà÷è, ðjåøå»å ñèñòåìà jå óðå¢åíà òðîjêà (3,−2, 5).
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Ïðèìjåð 31

Ðèjåøè£åìî ìåòîäîì çàìjåíå ñèñòåì:{
x+ y + z = 7

2x+ 4y + z = 18.

Ñ îáçèðîì íà òî äà èìàìî âèøå ïðîìjåí§èâèõ íåãî jåäíà÷èíà, ñòà-
âè£åìî äà jå z = t ∈ R.
Èç ïðâå jåäíà÷èíå ñèñòåìà äîáèjàìî äà jå y = 7− t− x.
Çàìjåíîì z è y ó äðóãó jåäíà÷èíó ñèñòåìà, äîáèjàìî äà jå x = 5− 3

2 t.
Äàêëå, ðjåøå»à ñèñòåìà ñó óðå¢åíå òðîjêå (5− 3

2 t, 2 +
1
2 t, t); t ∈ R.

Ïðèìjåð 32

Ïîñìàòðàjìî ñèñòåì: {
2x+ 4y = 15

2x+ 4y = 13.

Àêî ïðâó jåäíà÷èíó ïîìíîæèìî ñà −1 è äîáèjåíó jåäíà÷èíó äîäàìî
äðóãîj jåäíà÷èíè, äîáèjàìî:{

2x+ 4y = 15

0 = −2.

Äðóãà jåäíà÷èíà íèjå ìîãó£à, øòî çíà÷è äà ñèñòåì íåìà ðjåøå»à.

Äåôèíèöèjà 1.5

Çà ñèñòåì ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà êàæåìî äà jå õîìîãåí àêî ñó ñâè
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ñëîáîäíè ÷ëàíîâè jåäíàêè íóëè, òj. ñèñòåì îáëèêà:
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0.

Õîìîãåíè ñèñòåì óâèjåê èìà òðèâèjàëíî ðjåøå»å, n-òîðêó (0, . . . 0).

Ïðèìjåð 33

Èìàìî ñèñòåì: 
x1 + x2 − 6x3 + x4 = 0

x1 − 9x3 + x4 = 0

2x2 + 6x3 + x4 = 0.

Ãàóñîâîì ìåòîäîì, îâàj ñèñòåì ñå ñâîäè íà åêâèâàëåíòíè:
x1 − 9x3 = 0

x2 + 3x3 = 0

x4 = 0.

Ó îâîì ñëó÷àjó ìîæåìî èçàáðàòè äà jå x3 = t ∈ R.
Ðjåøå»a ñèñòåì ñó óðå¢åíå òðîjêå (9t,−3t, t, 0); t ∈ R.

1.7.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

Íà£è ðjåøå»à ñ§åäå£èõ ñèñòåìà:

1. {
2x+ 3y = 6

−4x+ y = 2.
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2. 
x1 + 2x2 − x3 = 2

2x1 − x2 + 2x3 = 3

3x1 + 2x2 − x3 = 4

3x1 + x2 + x3 = 5.

3. 
x1 + 2x2 − x3 + 3x4 = 2

2x1 − 3x2 − 2x3 + 5x4 = −3

3x1 − x2 − 3x3 + 8x4 = −1

x1 − 5x2 − x3 + 2x4 = −5.

4. 
x1 + x2 + x3 + x4 = 5

2x1 − x2 + 3x3 − x4 = 4

x1 + 4x2 + 4x4 = 9.

5. 
2x− 3y + z = 0

−11x+ 4y − 8z = 0

x+ y + z = 0.
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2
ÌÀÒÐÈÖÅ È ÄÅÒÅÐÌÈÍÀÍÒÅ

Ïîìî£ó ìàòðèöà ñå åôèêàñíî ðjåøàâàjó êîìïëåêñíè ñèñòåìè ëèíå-
àðíèõ jåäíà÷èíà êîjè ïðåäñòàâ§àjó ìàòåìàòè÷êå ìîäåëå ïðîöåñà èç åêî-
íîìñêîã ñåêòîðà. Èçìå¢ó îñòàëîã, òåîðèjà ìàòðèöà îìîãó£àâà óïîòðåáó
ëèíåàðíîã ïðîãðàìèðà»à çà äîáèjà»å ðjåøå»à åêîíîìñêèõ ïðîáëåìà.
Èñòðàæèâà»å íîáåëîâöà ó îáëàñòè åêîíîìñêèõ íàóêà, Âàñèëèjà Ëåîí-
òèjåâà, jå óòèöàëî íà øèðå»å óïîòðåáå ìàòåìàòè÷èõ ìîäåëà ó åêîíî-
ìèjè. Íàêîí »åãîâèõ çíà÷àjíèõ ðåçóëòàòà èç 1949. ãîäèíå, èñòðàæèâà-
÷è èç ìíîãèõ îáëàñòè, ïîðåä åêîíîìèjå, ïî÷è»ó èíòåíçèâíî êîðèñòèòè
êîìïjóòåðå çà àíàëèçó êîìïëåêñíèõ ìàòåìàòè÷êèõ ìîäåëà. Çáîã âåëèêå
êîëè÷èíå ïîäàòàêà êîjå êîðèñòå, òàêâè ìîäåëè ñó óãëàâíîì ëèíåàðíè,
îäíîñíî, ïðåäñòàâ§àjó ñå ïîìî£ó ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà. Çíà÷àj
ëèíåàðíå àëãåáðå, à ñàìèì òèì è ìàòðèöà, ó ïðèìjåíè jå ïîðàñòàî óïî-
ðåäî ñà ðàçâîjåì íîâèõ ãåíåðàöèjà õàðäâåðà è ñîôòâåðà.
Èëóñòðîâà£åìî ïðàêòè÷íó ïðèìjåíó ìàòðèöà íà ïðèìjåðó ôèðìå êîjà
ñå áàâè èçíàjì§èâà»åì ïóòíè÷êèõ âîçèëà ñà ðàçëè÷èòèì áðîjåì ñjå-
äèøòà. Äîñòóïíà âîçèëà ñó: ñà 2 ñjåäèøòà-ïî öèjåíè îä 139 ÊÌ, ñà 4
ñjåäèøòà-ïî öèjåíè îä 160 ÊÌ, ñà 6 ñjåäèøòà-340 ÊÌ è ëèìóçèíà ïî
öèjåíè îä 430 ÊÌ. Ïîòðàæ»à âîçèëà çà íàðåäíó ñåäìèöó jå ñ§åäå£à: 4
ñà 2 ñjåäèøòà, 3 ñà 4 ñjåäèøòà, 12 ñà 6 ñjåäèøòà è jåäíà ëèìóçèíà.
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Àêî ïîìíîæèìî áðîj òðàæåíèõ âîçèëà ñà »èõîâîì öèjåíîì è äîáèjåíå
ïðîèçâîäå ñàáåðåìî, äîáèjàìî ñ§åäå£å:

4 · 139 + 3 · 160 + 12 · 340 + 1 · 430 = 5546 KM.

Íàðàâíî, ïîòðàæ»à çà âîçèëèìà £å ñå ìèjå»àòè, çàòî jå çà ðà÷óíà»å
çàðàäå ïî ñåäìèöàìà ïðàêòè÷íèjå ïîäàòêå ñìjåñòèòè ó òàáåëó îáëèêà:

Âðñòà âîçèëà 1. ñåäìèöà 2. ñåäìèöà 3. ñåäìèöà

Ñà 2 ñjåäèøòà 4 3 2

Ñà 4 ñjåäèøòà 3 7 5

Ñà 6 ñjåäèøòà 12 2 7

Ëèìóçèíà 1 2 1

Äåôèíèöèjà 2.1

Ìàòðèöà jå ïðàâîóãàîíà øåìà îáëèêà:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 .

×ëàíîâå îâå øåìå íàçèâàìî åëåìåíòè ìàòðèöå.
Åëåìåíòè ai1, . . . , ain; i = 1, . . . ,m, ñå íàëàçå ó i-òîj âðñòè, äîê ñå
åëåìåíòè a1j , . . . , amj ; j = 1, . . . , n, íàëàçå ó j-òîj êîëîíè ìàòðèöå .
A èìà m âðñòà è n êîëîíà, ïà £åìî ðå£è äà jå îíà ðåäà m × n (m
ïóòà n).
Ìàòðèöó êðà£å çàïèñójåìî êàî: A = [aij ]m×n; i = 1, . . .m, j =
1, . . . n.

Ñêóï ñâèõ ìàòðèöà ðåäà m× n £åìî îçíà÷àâàòè ñà Mm×n.
Ñàäà £åìî ïîäàòêå èç ïðèìjåðà ñà ïî÷åòêà ïîãëàâ§à ñìjåñòèòè ó ìà-
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òðèöó:

V =


4 3 2
3 7 5
12 2 7
1 2 1

 .

Ó ìàòðèöè V âðñòå îäãîâàðàjó âðñòè âîçèëà, äîê êîëîíå îäãîâàðàjó
ñåäìèöàìà.
Ìàòðèöå êîjå èìàjó ñàìî jåäíó êîëîíó íàçèâàìî âåêòîðèìà (âåêòîð-
êîëîíàìà), äîê ìàòðèöå êîjå èìàjó ñàìî jåäíó âðñòó íàçèâàìî âåêòîð-

âðñòàìà. Âåêòîðå îáè÷íî îçíà÷àâàìî ñà ìàëèì ñëîâèìà ëàòèíèöå.
Íà ïðèìjåð, ïîòðàæ»ó âîçèëà ó ïðâîj ñåäìèöè ìîæåìî ïðåäñòàâèòè ñà
âåêòîðîì:

p =


4
3
12
1

 .

Ïðèìjåð 34

Îäðåäè£åìî ìàòðèöó A = [aij ] ðåäà 2 × 3, ÷èjè ñó åëåìåíòè aij =
(i− j)2. Èçðà÷óíàjìî åëåìåíòå ïî äàòîì ïðàâèëó:

a11 = (1− 1)2 = 0,

a13 = (1− 3)2 = 4,

a22 = (2− 2)2 = 0,

a12 = (1− 2)2 = 1,

a21 = (2− 1)2 = 1,

a23 = (2− 3)2 = 1.

Äàêëå, ìàòðèöà jå:

A =

[
0 1 4
1 0 1

]
.
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Äåôèíèöèjà 2.2

Åëåìåíòàðíå òðàíñôîðìàöèjå íà ìàòðèöàìà ñó:

� Çàìjåíà ìjåñòà âðñòà (êîëîíà) ìàòðèöå.

� Ìíîæå»å âðñòå (êîëîíå) ìàòðèöå ñà áðîjåì ðàçëè÷èòèì îä
íóëå.

� Ìíîæå»å jåäíå âðñòå (êîëîíå) ìàòðèöå ñà áðîjåì ðàçëè÷èòèì
îä íóëå è »åíî ñàáèðà»å ñà íåêîì äðóãîì âðñòîì (êîëîíîì).

Íàïîìè»åìî äà ñå íà ìàòðèöè íå ìîãó ïðèìjå»èâàòè åëåìåíòàðíå òðàíñ-
ôîðìàöèjå íà âðñòàìà è íà êîëîíàìà èñòîâðåìåíî.

Äåôèíèöèjà 2.3

Êàæåìî äà jå ìàòðèöà B ∈ Mm×n åêâèâàëåíòíà ìàòðèöè A ∈
Mm×n, è ïèøåìî A ∼ B, àêî ñå B ìîæå äîáèòè èç A ïðèìjåíîì
êîíà÷íî ìíîãî åëåìåíòàðíèõ òðàíñôîðìàöèjà âðñòà (êîëîíà).

2.1 Âðñòå ìàòðèöà

Êâàäðàòíå ìàòðèöå. Àêî jå áðîj âðñòà ìàòðèöå A jåäíàê áðîjó
êîëîíà (m = n), îíäà ìàòðèöó íàçèâàìî êâàäðàòíîì. Êàæåìî äà jå ðåä
ìàòðèöå A jåäíàê n. Íà ïðèìjåð, jåäíà êâàäðàòíà ìàòðèöà ðåäà 3 jå:

A =

 0 11 −2√
2 0 1
5 −1

2 2

 .
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Ó îïøòåì ñëó÷àjó, êâàäðàòíó ìàòðèöó An çàïèñójåìî êàî:

An =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

 .

Ñêóï ñâèõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöà ðåäà n îçíà÷àâàìî ñà Mn.
Çà åëåìåíòå a11, a22, . . . , ann êàæåìî äà ñå íàëàçå íà ãëàâíîj äèjàãî-
íàëè ìàòðèöå. Çáèð åëåìåíàòà íà ãëàâíîj äèjàãîíàëè íàçèâàìî òðàãîì
ìàòðèöå, è îçíà÷àâàìî ñà:

Tr(An) = a11 + a22 + . . .+ ann.

Åëåìåíòè a1n, a2(n−1), . . . , an1 ëåæå íà ñïîðåäíîj äèjàãîíàëè ìàòðèöå.

Ãîð»å (äî»å) òðîóãàîíå ìàòðèöå. Àêî ñó ó êâàäðàòíîj ìàòðèöè
ñâè åëåìåíòè èñïîä (èçíàä) ãëàâíå äèjàãîíàëå jåäíàêè íóëè, ìàòðèöó
íàçèâàìî ãîð»à (äî»à) òðîóãàîíà. Îïøòè îáëèê ãîð»å òðîóãàîíå ìà-
òðèöå jå:

An =


a11 a12 . . . a1n
0 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
0 0 . . . ann

 .

Ñëè÷íî, äî»à òðîóãàîíà ìàòðèöà jå îáëèêà:

Bn =


a11 0 . . . 0
a21 a22 . . . 0
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

 .

Äèjàãîíàëíå ìàòðèöå. Àêî jå A = [aij ] ∈ Mn è aij = 0 çà i ̸= j,
îíäà ìàòðèöó íàçèâàìî äèjàãîíàëíà. Îïøòè îáëèê äèjàãîíàëíå ìàòðèöå
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jå:

A =


a11 0 . . . 0
0 a22 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . ann

 .

Íà ïðèìjåð, ñ§åäå£à ìàòðèöà jå äèjàãîíàëíà:

B =

1 0 0
0 −2 0
0 0 1

2

 .

Jåäèíè÷íå ìàòðèöå. Äèjàãîíàëíó ìàòðèöó êîä êîjå ñó íà äèjàãî-
íàëè ñâè åëåìåíòè jåäíàêè 1, íàçèâàìî jåäíè÷íà ìàòðèöà. Îáè÷íî ñå
îçíà÷àâà ñà In, En, I èëè E.

In =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

 .

Íóëà ìàòðèöå. Àêî ñó ñâè åëåìåíòè ìàòðèöå A ∈ Mm×n jåäíàêè
0, ìàòðèöó íàçèâàìî íóëà ìàòðèöîì è îáè÷íî îçíà÷àâàìî ñà Om×n. Íà
ïðèìjåð,

O3×2 =

0 0
0 0
0 0

 , O2×2 =

[
0 0
0 0

]
.

Ðåäóêîâàíå ìàòðèöå. Çà ìàòðèöó êàæåìî äà ñå íàëàçè ó ðåäóêî-
âàíîì îáëèêó àêî âðèjåäè ñ§åäå£å:

1. Ïðâè áðîj ðàçëè÷èò îä íóëå ó âðñòè (âîäå£è êîåôèöèjåíò) jå 1.

2. Ñâàêè âîäå£è êîåôèöèjåíò ñå íàëàçè äåñíî îä âîäå£åã êîåôèöè-
jåíòà ó âðñòè èçíàä.
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3. Âðñòå êîjå ñàäðæå ñâå íóëå ñó óâèjåê èñïîä îñòàëèõ âðñòà.

Íà ïðèìjåð, ñ§åäå£å ìàòðèöå ñó ðåäóêîâàíå.

[
1 2 3
0 0 1

]
,

[
1 0 2
0 1 2

]
,

[
1 0 −1
0 0 0

]
,

1 0 2 2
0 1 0 2
0 0 0 1

 .

Ñâàêà íåíóëà ìàòðèöà ñå ïîìî£ó åëåìåíòàðíèõ òðàíñôîðìàöèjà âðñòà
ìîæå ñâåñòè íà ðåäóêîâàíó ìàòðèöó, òj. åêâèâàëåíòíà jå ðåäóêîâàíîj
ìàòðèöè.

Ïðèìjåð 35

Ñâåø£åìî äàòó ìàòðèöó A, ïîìî£ó åëåìåíòàðíèõ òðàíñôîðìàöèjà,
íà »îj åêâèâàëåíòíó ðåäóêîâàíó ìàòðèöó:

A =

 3 4 1 1
2 3 0 0
4 3 −1 −2

 .

Äà áèñìî äîáèëè 1 íà ìjåñòó (1, 1), îäóçå£åìî äðóãó âðñòó îä ïðâå
âðñòå. Ðåçóëòàò jå:

A ∼

 1 1 1 1
2 3 0 0
4 3 −1 −2

 .

Ñàäà £åìî ïðâó âðñòó ïîìíîæåíó ñà −2 ñàáðàòè ñà äðóãîì âðñòîì.
Äîáèjàìî:

A ∼

 1 1 1 1
0 1 −2 −2
4 3 −1 −2

 .

Ó ñ§åäå£åì êîðàêó ìíîæèìî ïðâó âðñòó ñà −4 è ñàáèðàìî ñà òðå-



46 2.1. Âðñòå ìàòðèöà

£îì âðñòîì:

A ∼

 1 1 1 1
0 1 −2 −2
0 −1 −5 −6

 .

Çàòèì £åìî ó èñòîì êîðàêó äðóãó âðñòó ïîìíîæåíó ñà −1 ñàáðàòè
ñà ïðâîì âðñòîì, è ñàáðàòè äðóãó è òðå£ó âðñòó:

A ∼

 1 0 3 3
0 1 −2 −2
0 0 −7 −8

 .

Äà áèñìî äîáèëè 1 íà ìjåñòó (3, 3), ïîìíîæè£åìî òðå£ó âðñòó ñà
−1

7 :

A ∼

 1 0 3 3
0 1 −2 −2
0 0 1 8

7

 .

Íà êðàjó, ïîìíîæè£åìî òðå£ó âðñòó ñà −3 è äîáèjåíó âðñòó £åìî
äîäàòè ïðâîj âðñòè. Çàòèì £åìî òðå£ó âðñòó ïîìíîæåíó ñà 2 äîäàòè
äðóãîj âðñòè. Äîáèjàìî:

A ∼


1 0 0 −3

7

0 1 0 2
7

0 0 1 8
7

 .

2.1.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Êàêî íàçèâàìî ñ§åäå£å ìàòðèöå:

(à)

 3 4 7
6 1 3

−1 0 0

; (á) [ 0 0 0
0 0 0

]
;
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(â)


6 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 2

; (ã)


3 4 7 1
0 1 3 3
0 0 0 0
0 0 0 −1

?

2. Îäðåäèòè ïàðàìåòðå a è b òàêî äà ìàòðèöà

 2a2 − 1 0 0
a3 − 8 2eab a− b

0 b− a 0


áóäå äèjàãîíàëíà.

3. Îäðåäèòè ïàðàìåòðå a, b è c òàêî äà ìàòðèöà

 2 0 −5
c2 −π ln 3

4− b 1− a3 5


áóäå ãîð»à òðîóãàîíà.

4. Ñ§åäå£å ìàòðèöå ñâåñòè íà åêâèâàëåíòíå ðåäóêîâàíå ìàòðèöå:

(à)

 1 1 −2 −2
0 1 3 7
1 0 −1 −1

; (á)
 2 6 1 2 5

0 3 1 4 1
0 3 1 2 5

.
2.2 Îïåðàöèjå ñà ìàòðèöàìà

Jåäíàêîñò ìàòðèöà. Çà äâèjå ìàòðèöå A = [aij ]m×n è B = [bij ]m×n

êàæåìî äà ñó jåäíàêå, àêî ñó èñòîã ðåäà è àêî ñó èì åëåìåíòè íà îäãî-
âàðàjó£èì ïîçèöèjèìà jåäíàêè, îäíîñíî

aij = bij ; i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Ïðèìjåð 36

Îäðåäè£åìî íåïîçíàòå x, y ∈ R òàêâå äà ìàòðèöå A è B áóäó jåä-
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íàêå, àêî jå:

A =

[
x+ 3 4
1 2y

]
, B =

[
−2x 4
1 1 + y

]
.

Âèäèìî äà ñó A è B èñòîã ðåäà, òà÷íèjå A,B ∈ M2. Ñàäà £åìî
èçjåäíà÷èòè åëåìåíòå íà jåäíàêèì ïîçèöèjàìà. Èìàìî:

x+ 3 = −2x,

2y = 1 + y.

Îäàâäå ñëèjåäè äà jå x = −1 è y = 1.

Ñàáèðà»å (îäóçèìà»å) ìàòðèöà. Íåêà jå ïîòðàæ»à çà âîçèëèìà ó
àâãóñòó è ñåïòåìáðó äàòà ñ§åäå£èì òàáåëàìà.
Àâãóñò:

Âðñòà âîçèëà Áà»à Ëóêà Ïðèjåäîð Áèjå§èíà Òðåáè»å

Ñà 2 ñjåäèøòà 4 3 2 3

Ñà 4 ñjåäèøòà 3 7 5 2

Ñà 6 ñjåäèøòà 12 2 7 8

Ëèìóçèíà 1 2 1 1

Ñåïòåìáàð:

Âðñòà âîçèëà Áà»à Ëóêà Ïðèjåäîð Áèjå§èíà Òðåáè»å

Ñà 2 ñjåäèøòà 5 3 3 4

Ñà 4 ñjåäèøòà 4 6 6 3

Ñà 6 ñjåäèøòà 11 3 6 9

Ëèìóçèíà 2 1 1 1



Ãëàâà 2. ÌÀÒÐÈÖÅ È ÄÅÒÅÐÌÈÍÀÍÒÅ 49

Æåëèìî äà íà¢åìî óêóïíó ïîòðàæ»ó çà âîçèëèìà ó àâãóñòó è ñåïòåì-
áðó. Ïîäàòêå èç òàáåëå £åìî ñìjåñòèòè ó äâèjå ìàòðèöå:

A =


4 3 2 3
3 7 5 2
12 2 7 8
1 2 1 1

 ,

è

S =


5 3 3 4
4 6 6 3
11 3 6 9
2 1 1 1

 .

Òàáåëà ïîòðàæ»å çà äâà ìjåñåöà ñå äîáèjå ñàáèðà»åì îäãîâàðàjó£èõ
ïîäàòàêà èç òàáåëà çà àâãóñò è ñåïòåìáàð:

Âðñòà âîçèëà Áà»à Ëóêà Ïðèjåäîð Áèjå§èíà Òðåáè»å

Ñà 2 ñjåäèøòà 9 6 5 7

Ñà 4 ñjåäèøòà 7 13 11 5

Ñà 6 ñjåäèøòà 23 5 13 17

Ëèìóçèíà 3 3 2 2

Ìàòðèöà êîjà îäãîâàðà ãîð»îj òàáåëè jå çáèð ìàòðèöà A è S. Äàêëå,

A+ S =


9 6 5 7
7 13 11 5
23 5 13 17
3 3 2 2

 .

Ó îïøòåì ñëó÷àjó, äâèjå èëè âèøå ìàòðèöà ìîæåìî ñàáðàòè àêî èìàjó
èñòè ðåä. Ñàáèðàìî èõ òàêî øòî ñàáåðåìî »èõîâå åëåìåíòå êîjè ñå íà-
ëàçå íà îäãîâàðàjó£èì ïîçèöèjàìà.
Ñëè÷íî, äâèjå èëè âèøå ìàòðèöà èñòîã ðåäà îäóçèìàìî òàêî øòî îäó-
çìåìî »èõîâå åëåìåíòå íà îäãîâàðàjó£èì ïîçèöèjàìà.
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Îäðåäèòè ïàðàìåòðå a, b è c òàêî äà jå A−B = C, àêî jå

A =

[
2a 1
0 b

]
, B =

[
0 c
a −1

]
, C =

[
2 1
−1 2

]
.

Èìàìî äà jå

A−B =

[
2a 1− c
−a b+ 1

]
.

Èçjåäíà÷àâà»åì åëåìåíàòà íà îäãîâàðàjó£èì ïîçèöèjàìà ó ìàòðè-
öàìà A−B è C, äîáèjàìî äà jå a = 1, b = 1 è c = 0.

Íà îñíîâó îñîáèíà êîìóòàòèâíîñòè è àñîöèjàòèâíîñòè ñàáèðà»à ðåàë-
íèõ áðîjåâà, ëàêî ñå ïîêàçójå äà âðèjåäè ñ§åäå£à òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1

Çà ìàòðèöå A,B,C ∈ Mm×n âðèjåäè äà jå:

A+B = B +A,

A+ (B + C) = (A+B) + C,

O +A = A+O = A,

ãäjå jå ñà O îçíà÷åíà íóëà-ìàòðèöà ðåäà m× n.

Ïðèìjåð 38
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Ó îâîì ïðèìjåðó £åìî ðèjåøèòè ìàòðè÷íó jåäíà÷èíó:[
2 1
0 −1

]
+X =

[
0 −1
−2 1

]
.

Èìàìî:

X =

[
0 −1
−2 1

]
−
[
2 1
0 −1

]
=

[
−2 −2
−2 2

]
.

Ìíîæå»å ìàòðèöå ñêàëàðîì. Ìàòðèöà A ñå ìíîæè ñà ñêàëàðîì k
òàêî øòî ñå ñâàêè åëåìåíò ìàòðèöå ïîìíîæè ñà k. Ïèøåìî:

kA = k


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 =


ka11 ka12 . . . ka1n
ka21 ka22 . . . ka2n
...

...
. . .

...
kam1 kam2 . . . kamn

 .

Ïðèìjåð 39

Àêî ñó äàòå ìàòðèöå A è B:

A =

[
0 −1 3
−2 1 −1

2

]
, B =

[
2 1 1

3
0 −1 2

]
,

îäðåäè£åìî ìàòðèöå 4A, 1
3B è 2A−B.

Èìàìî äà jå:

4A =

[
0 −4 12
−8 4 −2

]
,
1

3
B =

[
2
3

1
3

1
9

0 −1
3

2
3

]
,
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2A−B =

[
0 −2 6
−4 2 −1

]
−
[
2 1 1

3
0 −1 2

]
=

[
−2 −3 17

3
−4 3 −3

]
.

Ïðèìjåð 40

Àêî ñå âðàòèìî íà ïðèìjåð î ïîòðàæ»è àóòîìîáèëà, ìàòðèöà êîjà
ïðåäñòàâ§à óäâîñòðó÷åíó ïîòðàæ»ó çà àâãóñò èçãëåäà îâàêî:

2


4 3 2 3
3 7 5 2
12 2 7 8
1 2 1 1

 =


8 6 4 6
6 14 10 4
24 4 14 18
2 4 2 2

 .

Äåôèíèöèjà 2.4

Ìàòðèöó −A = (−1)A íàçèâàìî ñóïðîòíà ìàòðèöà ìàòðèöå A.

Òåîðåìà 2.2

Íåêà jå A ∈ Mm×n è α, β ∈ R. Âðèjåäè äà jå:

1 ·A = A,

α(βA) = (αβ)A,

0 ·A = O,

(α+ β)A = αA+ βB,

α(A+B) = αA+ βB.

ÌÍÎÆÅ�Å ÌÀÒÐÈÖÀ
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Äåôèíèöèjà 2.5

Íåêà jå A = [aij ] ∈ Mm×n è B = [bjk] ∈ Mn×p. Ïðîèçâîä ìàòðèöà
A è B jå ìàòðèöà AB ∈ Mm×p, äåôèíèñàíà ñà:

AB =

[
n∑

j=1

aijbjk

]
.

Äàêëå, ìîæåìî ïîìíîæèòè ìàòðèöå àêî jå áðîj êîëîíà ìàòðèöå ñà ëèjåâå
ñòðàíå jåäíàê áðîjó âðñòà ìàòðèöå ñà äåñíå ñòðàíå ïðîèçâîäà.

Ïðèìjåð 41

Íåêà ñó äàòå ìàòðèöå A =

[
0 −2 6
−4 2 −1

]
è B =

2 1 1
3

0 −1 2
1 3 −1

2

 .

Ïðîèçâîä AB ïîñòîjè jåð jå áðîj êîëîíà ìàòðèöå A jåäíàê áðîjó
âðñòà ìàòðèöå B. Ïîìíîæè£åìî ìàòðèöå íà ñ§åäå£è íà÷èí:

[
0 −2 6
−4 2 −1

]2 1 1
3

0 −1 2
1 3 −1

2

 =

[
0 · 2 + (−2) · 0 + 6 · 1 0 · 1 + (−2) · (−1) + 6 · 3 0 · 1

3
+ (−2) · 2 + 6 ·

(
− 1

2

)
−4 · 2 + 2 · 0 + (−1) · 1 −4 · 1 + 2 · (−1) + (−1) · 3 −4 · 1

3
+ 2 · 2 + (−1) ·

(
− 1

2

) ]
=

[
6 20 −7

−9 −9 19
6

]
.

Ñ äðóãå ñòðàíå, ïðîèçâîä BA íå ïîñòîjè jåð jå áðîj êîëîíà ìàòðèöå
B ðàçëè÷èò îä áðîjà âðñòà ìàòðèöå A.
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Ïðèìjåð 42

Ó ïðèìjåðó ñ ïî÷åòêà ïîãëàâ§à, ïîäàòêå £åìî ïðåäñòàâèòè ìàòðè-
öîì (âåêòîð-âðñòîì) ÷èjå ñó êîëîíå âðñòå àóòîìîáèëà, äîê ñå öèjåíå
èçíàjì§èâà»à íàëàçå ó âðñòè:[

139 160 340 430
]
.

Çàðàäó ôèðìå ó íàðåäíîj ñåäìèöè äîáèjàìî ìíîæå»åì ìàòðèöà
(âåêòîðà):

[
139 160 340 430

] 
4
3
12
1

 = 5546.

Ïðèìjåð 43

Îäðåäè£åìî ïàðàìåòðå a, b ∈ R, òàêâå äà jå:

[
a b b
1 1 2

]1 2
1 1
2 1

 =

[
−1 2
6 5

]
.

Ìíîæå»åì ìàòðèöà íà ëèjåâîj ñòðàíè, äîáèjàìî:[
a+ b+ 2b 2a+ b+ b
1 + 1 + 4 2 + 1 + 2

]
=

[
a+ 3b 2a+ 2b

6 5

]
.

Èçjåäíà÷àâà»åì åëåìåíàòà íà ëèjåâîj è íà äåñíîj ñòðàíè, äîáèjàìî
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ñ§åäå£è ñèñòåì jåäíà÷èíà:{
a+ 3b = −1

2a+ 2b = 2.

Èç ïðâå jåäíà÷èíå äîáèjàìî äà jå

a = −1− 3b. (2.1)

Çàìjåíîì ó äðóãó jåäíà÷èíó ñèñòåìà, èìàìî ñ§åäå£å:

2(−1− 3b) + 2b = 2,

îäíîñíî
−2− 6b+ 2b = 2,

îäàêëå ñëèjåäè äà jå

−4b = 4 =⇒ b = −1.

Íà êðàjó £åìî çàìèjåíèòè b = −1 ó jåäíà÷èíè (2.1). Äîáèjàìî äà
jå a = 2.

Òåîðåìà 2.3

Íåêà jå α ∈ R, A,B,C ∈ Mm×n è O íóëà ìàòðèöà. Âðèjåäè äà jå:

α(AB) = (αA)B = A(αB),

(AB)C = A(BC),

AOn×p = Om×p, Oq×mA = Oq×n,

ImA = A, AIn = A,

A(B + C) = AB +AC,
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(A+B)C = AC +BC.

Ñà A2, A3,. . . , An £åìî îçíà÷àâàòè ïðîèçâîäå AA,AAA, . . . , AA . . . A︸ ︷︷ ︸
n-ïóòà

,

ðåäîì.

Ïðèìjåð 44

Íåêà jå [
2 1
0 −1

]
,

è P (x) = 2x2 − 4x+ 1. P (A) ðà÷óíàìî íà ñ§åäå£è íà÷èí:

P (A) = 2A2 − 4A+ I2 = 2

[
2 1
0 −1

] [
2 1
0 −1

]
− 4

[
2 1
0 −1

]
+ 1

[
1 0
0 1

]
= 2

[
4 1
0 1

]
− 4

[
2 1
0 −1

]
+ 1

[
1 0
0 1

]
=

[
8 2
0 2

]
−
[
8 4
0 −4

]
+

[
1 0
0 1

]
=

[
1 −2
0 7

]
.

ÒÐÀÍÑÏÎÍÎÂÀ�Å ÌÀÒÐÈÖÀ

Äåôèíèöèjà 2.6

Íåêà jå A = [aij ] ∈ Mm×n. Ìàòðèöó B = [bij ] ∈ Mn×m íàçèâàìî
òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöà ìàòðèöå A è îçíà÷àâàìî ñà B = AT , àêî jå
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bij = aji çà ñâå i = 1, . . . n, j = 1, . . . ,m.

Ïðèìjåð 45

 2 −2
−4 2
1 0

T

=

[
2 −4 1
−2 2 0

]
.

Òåîðåìà 2.4

Íåêà jå A ∈ Mm×n, è α ∈ R. Âðèjåäè äà jå:

(AT )T = A,

(A+B)T = AT +BT ,

(αA)T = αAT ,

(AB)T = BTAT .

Äåôèíèöèjà 2.7

Ìàòðèöó A íàçèâàìî ñèìåòðè÷íîì àêî jå A = AT .

ÈÍÂÅÐÇÍÀ ÌÀÒÐÈÖÀ

Äåôèíèöèjà 2.8

Íåêà ñó A è B êâàäðàòíå ìàòðèöå ðåäà n. Çà ìàòðèöó B êàæåìî



58 2.2. Îïåðàöèjå ñà ìàòðèöàìà

äà jå èíâåðçíà ìàòðèöà ìàòðèöå A, àêî jå:

AB = BA = In.

Èíâåðçíó ìàòðèöó ìàòðèöå A îçíà÷àâàìî ñà A−1.
Ìàòðèöó êîjà èìà èíâåðçíó ìàòðèöó íàçèâàìî èíâåðòèáèëíà ìà-
òðèöà.

Ïðèìjåð 46

Íåêà jå ìàòðèöà

A =

[
1 −1
0 2

]
.

�åíà èíâåðçíà ìàòðèöà jå:

B =

[
1 1

2

0 1
2

]
.

Òî £åìî ïðîâjåðèòè òàêî øòî £åìî ïîìíîæèòè ìàòðèöå A è B:

AB =

[
1 −1
0 2

][
1 1

2

0 1
2

]
=

[
1 0
0 1

]
.

Òàêî¢å, BA = In.

Òåîðåìà 2.5

1. Àêî jå A èíâåðòèáèëíà ìàòðèöà, îíäà jå A−1 òàêî¢å èíâåðòè-
áèëíà ìàòðèöà, è âðèjåäè äà jå (A−1)−1 = A.

2. Àêî ñó A è B èíâåðòèáèëíå ìàòðèöå, îíäà jå AB èíâåðòèáèë-
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íà ìàòðèöà, è âðèjåäè äà jå (AB)−1 = B−1A−1.

3. Àêî jå A èíâåðòèáèëíà ìàòðèöà, îíäà jå (AT )−1 = (A−1)T .

2.2.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Íà£è âðèjåäíîñòè ïðîìjåí§èâèõ x, y è z òàêî äà âðèjåäè ñ§åäå£à
jåäíàêîñò: [

x 5 2y
7 −3z 1

]
=

[
−4 5 18
7 −6 1

]
.

2. Ðèjåøèòè ñ§åäå£ó ìàòðè÷íó jåäíà÷èíó:

3A+X = 2B,

ïðè ÷åìó jå A =

[
3 −6
5 2

]
è B =

[
7 4
−5 8

]
.

3. Íåêà jå A =

[
3 −6
−1 2

]
. Íà£è ìàòðèöó B, ÷èjå ñó êîëîíå âåêòîðè

ðàçëè÷èòè îä íóëà-âåêòîðà, òàêî äà jå AB = O.

4. Ïîìíîæèòè ñ§åäå£å ìàòðèöå: A =

[
1 2 3
4 5 6

]
, è B =

98
7

 .

5. Îäðåäèòè ïàðàìåòðå a è b òàêî äà jå ñ§åäå£à ìàòðèöà ñèìåòðè÷íà:

A =

 a 1 1 + b
1 a 1

1− b2 1 a

 .

6. Àêî jå 1
a

[
−7 6
4 10

]
èíâåðçíà ìàòðèöà ìàòðèöå

[
10 −6
−4 −7

]
,

íà£è ïàðàìåòàð a.
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2.2.2 Ñêàëàðíè ïðîèçâîä âåêòîðà

Çà äâà âåêòîðà a, b ∈ Mm×1, ñêàëàðíè ïðîèçâîä, a · b, ñå äåôèíèøå
êàî:

a · b = aT b =
[
a1 a2 . . . am

]

b1
b2
...
bm

 = a1b1 + a2b2 + . . .+ ambm.

Ïðèìjåð 47

Àêî ñó äàòè âåêòîðè a =

 1
−2
0

 è b =

 0
1
−2

 , îíäà jå »èõîâ ñêàëàðíè

ïðîèçâîä jåäíàê

a · b = 1 · 0 + (−2) · 1 + 0 · (−2) = −2.

Ïðèìjåð 48

Jåäíî ïðåäóçå£å ïðîèçâîäè ðó÷íå ñàòîâå, áóäèëíèêå è çèäíå ñàòîâå.

Íåêà jå k =

5030
10

 âåêòîð ïðîäàòèõ êîëè÷èíà ó jàíóàðó, c =

12050
150


âåêòîð öèjåíà, è t =

2010
25

 âåêòîð òðîøêîâà ïî êîìàäó.

Ñêàëàðíè ïðîèçâîä k · c = 9000 ïðåäñòàâ§à óêóïíè ïðèõîä ïðå-
äóçå£à, k · t = 1550 ïðåäñòàâ§à óêóïíå òðîøêîâå ïðåäóçå£à, äîê
k · (c− t) = 7450 ïðåäñòàâ§à óêóïíó äîáèò ïðåäóçå£à ó jàíóàðó.
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Òåîðåìà 2.6

Çà âåêòîðå a, b è c âðèjåäè:

1. a · b = b · a;

2. (λa) · b = λ(a · b), λ ∈ R;

3. (a+ c) · b = a · b+ c · b;

4. a · a ≥ 0 è a · a = 0 ⇐⇒ a = 0.

2.2.3 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Íåêà ñó äàòè âåêòîðè a =

 1
2
−3

, b =
02
4

 è c =

 5
−1
3

 . Íà£è a ·b ·c.

2. Jåäíà ïðîäàâíèöà ñå áàâè ïðîäàjîì ïîçèâíèöà, äåêîðàöèjà è ïà-
ïèðíèõ òà»èðà. Êàäà ïðîäàâíèöà êóïójå ñâîjå ïðîèçâîäå, ïëà£à
0, 25 KM çà ïàêåò ïîçèâíèöà, 0, 50 KM çà jåäíó äåêîðàöèjó, è 0, 20
KM çà ïàêåò òà»èðà. Ïðîäàâíèöà ïðîäàjå ïîçèâíèöå çà 2, 50 KM
ïî ïàêåòó, äåêîðàöèjå çà 4, 50 KM ïî êîìàäó è òà»èðå çà 1, 25 KM
ïî ïàêåòó. Ó ìàjó jå ïðîäàâíèöà ïðîäàëà 1258 ïàêåòà ïîçèâíèöà,
2426 äåêîðàöèjà è 1354 ïàêåòà òà»èðà. Ïîìî£ó ñêàëàðíîã ïðîè-
çâîäà âåêòîðà, èçðà÷óíàòè êîëèêè jå ïðîôèò ïðîäàâíèöå ó ìàjó.

3. Îñîáà A jå êóïèëà 3 kg òðåøà»à, 4 kg êðóøàêà, 3 kg íàðàí¶è è
5 kg jàáóêà. Îñîáà B jå êóïèëà 2 kg òðåøà»à, 2 kg íàðàí¶è, 4
kg jàáóêà è íèjå êóïèëà êðóøêå. Íåêà 1 kg òðåøà»à êîøòà 3.75
KM, êðóøàêà 2.60 KM, íàðàí¶è 2.50 KM è jàáóêà 2.40 KM. Íà£è
âåêòîð çàjåäíè÷êå ïîòðîø»å îñîáà A è B.



62 2.3. Äåòåðìèíàíòå

2.3 Äåòåðìèíàíòå

Àêî jå ìàòðèöà êâàäðàòíà, îíäà ìîæåìî èçðà÷óíàòè »åíó äåòåðìè-
íàíòó.

Äåôèíèöèjà 2.9

Äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå

A =

[
a11 a12
a21 a22

]
jåäíàêà jå

det(A) =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

Ïðèìjåð 49

∣∣∣∣1 −1
2 4

∣∣∣∣ = 1 · 4− 2(−1) = 4 + 2 = 6.

Äåôèíèöèjà 2.10

Íåêà jåA = [aij ] êâàäðàòíà ìàòðèöà ðåäà n. Äåòåðìèíàíòó ìàòðèöå
êîjà ñå äîáèjå êàäà èç ìàòðèöå A óêëîíèìî i-òó âðñòó è j-òó êîëîíó,
íàçèâàìî ìèíîð ìàòðèöå A è îçíà÷àâàìî ñà Mij .
Ïðîèçâîä Aij = (−1)i+jMij íàçèâàìî êîôàêòîð åëåìåíòà aij .
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Ìàòðèöó

cof(A) =


A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n
...

...
. . .

...
An1 An2 . . . Ann


íàçèâàìî ìàòðèöà êîôàêòîðà.

Ïðèìjåð 50

Ó ìàòðèöè

A =

1 −1 2
3 −2 1
4 −1 0

 ,

M11 =

∣∣∣∣−2 1
−1 0

∣∣∣∣ = 1,M12 =

∣∣∣∣3 1
4 0

∣∣∣∣ = −4,M13 =

∣∣∣∣3 −2
4 −1

∣∣∣∣ = 5,

M21 =

∣∣∣∣−1 2
−1 0

∣∣∣∣ = 2,M22 =

∣∣∣∣1 2
4 0

∣∣∣∣ = −8,M23 =

∣∣∣∣1 −1
4 −1

∣∣∣∣ = 3,

M31 =

∣∣∣∣−1 2
−2 1

∣∣∣∣ = 3,M32 =

∣∣∣∣1 2
3 1

∣∣∣∣ = −5,M33 =

∣∣∣∣1 −1
3 −2

∣∣∣∣ = 1,

A11 = (−1)1+1M11 = 1, A12 = (−1)1+2M12 = 4,

A13 = (−1)1+3M13 = 5, A21 = (−1)2+1M21 = −2,

A22 = (−1)2+2M22 = −8, A23 = (−1)2+3M23 = −3,
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A31 = (−1)3+1M31 = 3, A32 = (−1)3+2M32 = 5,

A33 = (−1)3+3M33 = M33 = 1.

Ìàòðèöà êîôàêòîðà jå:

cof(A) =

 1 4 5
−2 −8 −3
3 5 1

 .

Äåôèíèöèjà 2.11

Òðàíñïîíîâàíó ìàòðèöó êîôàêòîðà íàçèâàìî àäjóíãîâàíà ìàòðè-
öà:

adj(A) = (cof(A))T =


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2
...

...
. . .

...
A1n A2n . . . Ann

 .

Ïðèìjåð 51

Àäjóíãîâàíà ìàòðèöà ìàòðèöå èç ïðåòõîäíîã ïðèìjåðà jå:

adj(A) =

1 −2 3
4 −8 5
5 −3 1

 .
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Äåôèíèöèjà 2.12

Íåêà jåA = [aij ] êâàäðàòíà ìàòðèöà ðåäà n. Äåòåðìèíàíòó ìàòðèöå
A, ïîìî£ó êîôàêòîðà, ðà÷óíàìî íà ñ§åäå£è íà÷èí:

det(A) =

n∑
i=1

aijAij (ðàçâîj ïî j-òîj êîëîíè),

èëè

det(A) =

n∑
j=1

aijAij (ðàçâîj ïî i-òîj âðñòè).

Ïðèìjåð 52

Èçðà÷óíà£åìî äåòåðìèíàíòó ìàòðèöå

A =

1 −1 2
3 −2 1
4 −1 0

 ,

ðàçâîjåì ïî òðå£îj âðñòè è ïî òðå£îj êîëîíè. Èçàáðàëè ñìî òðå-
£ó âðñòó è êîëîíó çàòî øòî ñàäðæå íóëó. Êîôàêòîðè åëåìåíàòà ó
òðå£îj âðñòè ñó:

A31 =

∣∣∣∣−1 2
−2 1

∣∣∣∣ = 3,

A32 = −
∣∣∣∣1 2
3 1

∣∣∣∣ = 5,
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è

A33 =

∣∣∣∣1 −1
3 −2

∣∣∣∣ = 1.

Èìàìî äà jå:

det(A) = 4(3) + (−1)(5) + 0(1) = 7.

Ñëè÷íî, àêî ðàçâèjàìî ìàòðèöó ïî òðå£îj êîëîíè, íàëàçèìî äà ñó
êîôàêòîðè ñ§åäå£è:

A13 =

∣∣∣∣3 −2
4 −1

∣∣∣∣ = −3 + 8 = 5,

A23 = −
∣∣∣∣1 −1
4 −1

∣∣∣∣ = −(−1 + 4) = −3,

è

A33 =

∣∣∣∣1 −1
3 −2

∣∣∣∣ = −2 + 3 = 1.

Íàðàâíî, äåòåðìèíàíòà jå:

det(A) = 2(5) + (1)(−3) + 0(1) = 7.

2.3.1 Îñîáèíå äåòåðìèíàíòè

1. Àêî ñó ñâè åëåìåíòè ó jåäíîj âðñòè (êîëîíè) êâàäðàòíå ìàòðèöå
A jåäíàêè íóëè, îíäà jå äåòåðìèíàíòà det(A) jåäíàêà íóëè.
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Ïðèìjåð 53

∣∣∣∣0 −1
0 2

∣∣∣∣ = 0 · 2− 0(−1) = 0.

2. Äåòåðìèíàíòà jåäèíè÷íå ìàòðèöå jå jåäíàêà 1.

Ïðèìjåð 54

∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1(1)− 0(0) = 1.

3. det(A) = det(AT ).

Ïðèìjåð 55

∣∣∣∣2 −1
1 2

∣∣∣∣ = 2(2)− 1(−1) = 5,

∣∣∣∣ 2 1
−1 2

∣∣∣∣ = 2(2)− 1(−1) = 5.

4. Àêî çàìèjåíèìî äâèjå âðñòå (êîëîíå) äåòåðìèíàíòå, çíàê äåòåðìè-
íàíòå ñå ìèjå»à.

Ïðèìjåð 56

∣∣∣∣2 −1
1 2

∣∣∣∣ = 2(2)− 1(−1) = 5,

∣∣∣∣1 2
2 −1

∣∣∣∣ = 1(−1)− 2(2) = −5.
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5. Äåòåðìèíàíòà ñå ìíîæè ñà áðîjåì òàêî øòî ñå åëåìåíòè jåäíå âð-
ñòå (êîëîíå) ïîìíîæå ñà òèì áðîjåì. Îäíîñíî, àêî jå A êâàäðàòíà
ìàòðèöà ðåäà n è k ∈ R, îíäà jå det(kA) = kn det(A).

Ïðèìjåð 57

∣∣∣∣4 −2
1 2

∣∣∣∣ = 4(2)− 1(−2) = 10 = 2

∣∣∣∣2 −1
1 2

∣∣∣∣ .
6. Àêî ñó äâèjå âðñòå (êîëîíå) äåòåðìèíàíòå jåäíàêå, äåòåðìèíàíòà

jå jåäíàêà íóëè.

Ïðèìjåð 58

∣∣∣∣2 −1
2 −1

∣∣∣∣ = 2(−1)− 2(−1) = 0.

7. Àêî ñó A è B êâàäðàòíå ìàòðèöå ðåäà n, îíäà jå

det(AB) = det(A) det(B).

Ïðèìjåð 59

[
2 −1
1 2

] [
1 1
−1 3

]
=

[
3 −1
−1 7

]
,
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∣∣∣∣2 −1
1 2

∣∣∣∣ = 5,

∣∣∣∣ 1 1
−1 3

∣∣∣∣ = 4,

∣∣∣∣ 3 −1
−1 7

∣∣∣∣ = 20.

8. Äåòåðìèíàíòà äèjàãîíàëíå ìàòðèöå, êàî è ãîð»å (äî»å) òðîóãàî-
íå ìàòðèöå jåäíàêà jå ïðîèçâîäó åëåìåíàòà íà ãëàâíîj äèjàãîíàëè
ìàòðèöå.

Ïðèìjåð 60

∣∣∣∣2 0
1 2

∣∣∣∣ = 4− 0 = 4.

9. Àêî ñå ìàòðèöà B äîáèjà èç ìàòðèöå A òàêî äà ñå jåäíîj âðñòè (êî-
ëîíè) ìàòðèöå A äîäà äðóãa âðñòa (êîëîíà) ïðåòõîäíî ïîìíîæåíà
ñà k ̸= 0, îíäà jå

det(B) = det(A).

2.3.2 Ïðèìjåíà äåòåðìèíàíòè

Òåîðåìà 2.7

Ñ§åäå£à äâà óñëîâà ñó åêâèâàëåíòíà:

1. Ìàòðèöà A jå èíâåðòèáèëíà,

2. det(A) ̸= 0.

Òåîðåìà 2.8
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Íåêà jå A èíâåðòèáèëíà ìàòðèöà. Âðèjåäè äà jå:

A−1 =
1

det(A)
adj(A).

Ïðèìjåð 61

Íà£è £åìî èíâåðçíó ìàòðèöó ìàòðèöå:

A =

[
2 −3
4 −7

]
.

Íàjïðèjå ðà÷óíàìî äåòåðìèíàíòó:

det(A) =

∣∣∣∣2 −3
4 −7

∣∣∣∣ = −14 + 12 = −2.

Çíà÷è, A jå èíâåðòèáèëíà ìàòðèöà jåð jå »åíà äåòåðìèíàíòà ðà-
çëè÷èòà îä íóëå. Ìîæåìî ðà÷óíàòè àäjóíãîâàíó ìàòðèöó:

adj(A) =

[
−7 3
−4 2

]
.

Íà êðàjó, èíâåðçíó ìàòðèöó ìàòðèöå A ðà÷óíàìî êàî:

A−1 =
1

−2

[
−7 3
−4 2

]
=

[
7
2 −3

2

2 −1

]
.

Ïðèìjåð 62
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Èíâåðçíà ìàòðèöà äèjàãîíàëíå ìàòðèöå:1 0 0
0 −2 0
0 0 3


jåäíàêà jå: 1 0 0

0 −1
2 0

0 0 1
3

 .

2.3.3 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Ïîêàçàòè äà jå: ∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
b h e
a g d
c i f

∣∣∣∣∣∣ .
2. Îäðåäèòè íåïîçíàòó x çà êîjó âðèjåäè∣∣∣∣∣∣

4 2 −1
x x− 2 −2
3 2 −1

∣∣∣∣∣∣ = 1.

3. Íà£è âðèjåäíîñò äåòåðìèíàíòå:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4 5
2 3 4 5 1
3 4 5 1 2
4 5 1 2 3
5 1 2 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

4. Íà£è âðèjåäíîñò äåòåðìèíàíòå:∣∣∣∣∣∣
a a+ b a+ b+ c
2a 3a+ 2b 4a+ 3b+ 2c
3a 6a+ 3b 10a+ 6b+ 3c

∣∣∣∣∣∣ .
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5. Ïîêàçàòè äà jå∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 a
1 0 1 b
1 1 0 c
a b c d

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a2 + b2 + c2 − 2ab− 2bc− 2ac+ 2d.

6. Íà£è âðèjåäíîñò äåòåðìèíàíòå:∣∣∣∣∣∣
x y z
x −y z
x y −z

∣∣∣∣∣∣ .

7. Íåêà ñó A =

1 2 3
0 2 4
0 0 1

 è B =

2 8 16
0 1 2
0 0 2

 . Àêî âðèjåäè XA = B,

èçðà÷óíàòè det(X).

8. Èñïèòàòè äà ëè ñó ìàòðèöå èíâåðòèáèëíå:

(a)

 2 −1 0
4 0 2
2 1 1

 ; (á)

 1 0 1
2 −1 1
0 1 1

 ; (â)

 1 1 0
2 −1 2
3 0 2

 .

9. Èçðà÷óíàòè KL−1M−1, àêî jå

K =
[
0 4 4

]
, L =

 1 1 −1
0 1 2
−1 1 1

 , M =

1 0 1
2 1 1
0 1 1

 .

2.4 Ëèíåàðíà íåçàâèñíîñò âåêòîðà

Äåôèíèöèjà 2.13
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Ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà âåêòîðà a1, a2, . . . an jå âåêòîð îáëèêà

α1a1 + α2a2 + . . . αnan,

ïðè ÷åìó ñó α1, α2, . . . αn ∈ R.

Äåôèíèöèjà 2.14

Çà n âåêòîðà a1, a2, . . . an êàæåìî äà ñó ëèíåàðíî íåçàâèñíè àêî
âðèjåäè:

α1a1 + α2a2 + . . .+ αnan = O ⇒ α1 = α2 = . . . = αn = 0,

ãäjå O îçíà÷àâà íóëà-âåêòîð.
Ó ñóïðîòíîì êàæåìî äà ñó âåêòîðè ëèíåàðíî çàâèñíè.
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Èñïèòà£åìî ëèíåàðíó çàâèñíîñò âåêòîðà:

v1 = (0, 1,−1), v2 = (0,−1, 2), v3 = (1, 1, 2).

Íàïðàâèìî ëèíåàðíó êîìáèíàöèjó îâà òðè âåêòîðà, è èçjåäíà÷èìî
jå ñà íóëà-âåêòîðîì:

α1(0, 1,−1) + α2(0,−1, 2) + α3(1, 1, 2) = (0, 0, 0).

Îäàâäå äîáèjàìî äà jå:

(α3, α1 − α2 + α3,−α1 + 2α2 + 2α3) = (0, 0, 0).
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Èçjåäíà÷àâà»åì îâà äâà âåêòîðà, äîáèjàìî ñèñòåì:
α3 = 0

α1 − α2 + α3 = 0

−α1 + 2α2 + 2α3 = 0.

Ðjåøå»å ñèñòåìà jå óðå¢åíà òðîjêà (0, 0, 0). Îâî çíà÷è äà ñó äàòè
âåêòîðè ëèíåàðíî íåçàâèñíè.
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Íåêà ñó äàòè âåêòîðè:

v1 = (3, 2,−1), v2 = (4, 5, 0), v3 = (−1, 3,−1), v4 = (−8, 4, 1).

Ïðèêàçà£åìî âåêòîð v4 êàî ëèíåàðíó êîìáèíàöèjó ïðåîñòàëèõ âåê-
òîðà. Ñòàâèìî äà jå:

(−8, 4, 1) = α1(3, 2,−1) + α2(4, 5, 0) + α3(−1, 3,−1).

Èçjåäíà÷àâà»åì ëèjåâå è äåñíå ñòðàíå jåäíàêîñòè, äîáèjàìî:
3α1 + 4α2 − α3 = −8

2α1 + 5α2 + 3α3 = 4

−α1 − α3 = 1.

Ðjåøå»å ñèñòåìà jå
(
73
24 ,

19
24 ,

49
24

)
.

Çíà÷è, âåêòîð v4 ìîæåìî íàïèñàòè ó îáëèêó:

v4 =
−73

24
v1 +

19

24
v2 +

49

24
v3,
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îäíîñíî, ïîñòîjè íåòðèâèjàëíà ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà âåêòîðà v1, v2,
v3 è v4 jåäíàêà íóëà-âåêòîðó:

−73

24
v1 +

19

24
v2 +

49

24
v3 − v4 = O.

Òåîðåìà 2.9

Íåêà ñó A ∈ Mm×n è X ∈ Mn×1 äàòe ìàòðèöe. Êîëîíå ìàòðèöå
A ñó ëèíåàðíî íåçàâèñíå àêî è ñàìî àêî èç AX = O ñëèjåäè äà jå
X = O.

Äîêàç. Íåêà jå A = [aij ]m×n è X = [xi]n×1; i = 1, 2 . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m.
Èçjåäíà÷èìî ëèíåàðíó êîìáèíàöèjó êîëîíà ìàòðèöå A ñà íóëà
âåêòîðîì. Èìàìî:

x1


a11
a21
...

am1

+ x2


a12
a22
...

am2

+ . . .+ xn


a1n
a2n
...

amn

 =


0
0
...
0

 .

Ó ìàòðè÷íîj ôîðìè îâà jåäíàêîñò ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè êàî AX = O.
Àêî ñó êîëîíå ëèíåàðíî íåçàâèñíå, îíäà ñëèjåäè äà jå
x1 = x2 = . . . = xn = 0, îäíîñíî X = 0.
Îáðíóòî, àêî èç AX = O ñëèjåäè äà jå X = O, òî çíà÷è äà ñó êîëîíå
ìàòðèöå A ëèíåàðíî íåçàâèñíå. □

Òåîðåìà 2.10

Íåêà jå A êâàäðàòíà ìàòðèöà ðåäà n. Ñ§åäå£à òâð¢å»à ñó åêâèâà-
ëåíòíà:

1. A jå èíâåðòèáèëíà ìàòðèöà.

2. Êîëîíå ìàòðèöå A ñó ëèíåàðíî íåçàâèñíå.
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3. Âðñòå ìàòðèöå A ñó ëèíåàðíî íåçàâèñíå.

Äîêàç. Òåîðåìa ñå ëàêî äîêàçójå íà îñíîâó Òåîðåìå 2.9, jåäíàêîñòè
det(A) = det(AT ), è ÷è»åíèöå äà ñó âðñòå ìàòðèöå A ójåäíî è êîëîíå
ìàòðèöå AT . □

2.4.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Íàïèñàòè âåêòîð v4 êàî ëèíåàðíó êîìáèíàöèjó âåêòîðà v1, v2 è
v3, àêî ñó:

(à) v1 = (1,−2, 0), v2 = (3,−2, 1), v3 = (−1,−1,−1),
v4 = (−3,−1,−2);

(á) v1 = (3, 2,−1), v2 = (4, 5, 0), v3 = (−1, 3,−1),
v4 = (−8,−4,−2).

2. Èñïèòàòè ëèíåàðíó íåçàâèñíîñò âåêòîðà:

(à) v1 = (1,−1, 2), v2 = (4, 2, 0), v3 = (1, 1, 1);

(á) v1 = (1, 2, 1), v2 = (0, 1, 1), v3 = (1, 4, 3);

(â) v1 = (−1, 0,−1,−1), v2 = (2, 1, 1, 2), v3 = (3, 0, 0, 1).

3. Îäðåäèòè ïàðàìåòàð t ∈ R òàêàâ äà ñ§åäå£è âåêòîðè áóäó
ëèíåàðíî íåçàâèñíè:

(à) v1 = (1,−1, 2), v2 = (0, t, 1), v3 = (1, 1, t);

(á) v1 = (1, t,−1), v2 = (2, 1,−2);

(â) v1 = (t, 5, 1, 0), v2 = (2, 0, 6,−10), v3 = (4, 3, 0, 1), v4 =
(0, 1,−4, 7).

2.5 Ðàíã ìàòðèöå
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Äåôèíèöèjà 2.15

Ìàêñèìàëàí áðîj ëèíåàðíî íåçàâèñíèõ êîëîíà ó íåêîj ìàòðèöè A,
íàçèâàìî ðàíã ìàòðèöå è îçíà÷àâàìî ñà r(A).
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Ðàíã êâàäðàòíå ìàòðèöå ðåäà 2:[
a b
c d

]
,

jåäíàê jå:

1. r(A) = 2 àêî jå det(A) = ad−bc ̸= 0, jåð ñó, íà îñíîâó Òåîðåìå
2.9, êîëîíå ìàòðèöå íåçàâèñíå ó îâîì ñëó÷àjó.

2. r(A) = 1 àêî jå det(A) = 0 è A ̸=
[
0 0
0 0

]
, jåð ñó ó îâîì ñëó÷àjó

êîëîíå ëèíåàðíî çàâèñíå èëè jå jåäíà êîëîíà íóëà âåêòîð.

3. r(A) = 0 àêî jå A = O.

Äà áèñìî îäðåäèëè ðàíã íåêå ìàòðèöå, êîðèñòèìî åëåìåíòàðíå
òðàíñôîðìàöèjå íà ìàòðèöè. Çàïðàâî, ðàíã ìàòðèöå jå jåäíàê áðîjó
âîäå£èõ êîåôèöèjåíàòà ó ðåäóêîâàíîj ìàòðèöè. Êîëîíå êîjå ñàäðæå
âîäå£å êîåôèöèjåíòå ñó ëèíåàðíî íåçàâèñíå. Ðàíã íåêå ìàòðèöå ðåäà
m× n jå óâèjåê ìà»è èëè jåäíàê îä n è îä m.

Ïðèìjåð 66
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Äàòà jå ìàòðèöà: 2 6 −3 −4
1 3 1 −2
a b 6 −2

 ; a, b ∈ R.

Èñïèòà£åìî çà êîjå jå âðèjåäíîñòè ïàðàìåòàðà a è b ðàíã ìàòðèöå
jåäíàê 2. Ïðèìjåíîì åëåìåíòàðíèõ òðàíñôîðìàöèjà íà îâîj ìàòðè-
öè, èìàìî: 2 6 −3 −4

1 3 1 −2
a b 6 −2

→

1 3 1 −2
2 6 −3 −4
a b 6 −2

→

→

1 3 1 −2
0 0 −5 0
0 b− 3a 6− a 2a− 2

→

→

1 3 1 −2
0 0 1 0
0 b− 3a 6− a 2a− 2

→

1 3 1 −2
0 0 1 0
0 b− 3a 0 2a− 2

 .

Îäàâäå çàê§ó÷ójåìî äà jå ðàíã ïîëàçíå ìàòðèöå jåäíàê 2 àêî ïà-
ðàìåòðè a è b çàäîâî§àâàjó ñ§åäå£è ñèñòåì jåäíà÷èíà:{

b− 3a = 0

2a− 2 = 0.

Äàêëå, çà a = 1 è b = 3, ðàíã ìàòðèöå jåäíàê jå 2.
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Íåêà jå äàòà ìàòðèöà 
1 2 3 −4
2 1 0 1
3 −1 2 3
5 0 2 4

 .

Ìíîæå»åì ïðâå âðñòå ñà −2, −3, −5, è çàòèì äîäàâà»åì äðóãîj,
òðå£îj è ÷åòâðòîj âðñòè, ðåäîì, èìàìî:

1 2 3 −4
2 1 0 1
3 −1 2 3
5 0 2 4

→


1 2 3 −4
0 −3 −6 9
0 −7 −7 15
0 −10 −13 24

 .

Äèjå§å»åì äðóãå âðñòå ñà −3, èìàìî:
1 2 3 −4
0 −3 −6 9
0 −7 −7 15
0 −10 −13 24

→


1 2 3 −4
0 1 2 −3
0 −7 −7 15
0 −10 −13 24

 .

Ìíîæå»åì äðóãå âðñòå ñà 7, 10, è äîäàâà»åì òðå£îj è ÷åòâðòîj
âðñòè, ðåäîì, äîáèjàìî:

1 2 3 −4
0 1 2 −3
0 −7 −7 15
0 −10 −13 24

→


1 2 3 −4
0 1 2 −3
0 0 7 −6
0 0 7 −6

 .
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Íà êðàjó, îäóçèìà»åì ÷åòâðòå âðñòå îä òðå£å, èìàìî:
1 2 3 −4
0 1 2 −3
0 0 7 −6
0 0 7 −6

→


1 2 3 −4
0 1 2 −3
0 0 7 −6
0 0 0 0

 .

Ó äîáèjåíîj ðåäóêîâàíîj ìàòðèöè èìàìî òðè âîäå£à êîåôèöèjåíòà,
øòî çíà÷è äà jå ðàíã ïîëàçíå ìàòðèöå jåäíàê 3.

Òåîðåìà 2.11

(1) Äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå jå jåäíàêà íóëè àêî è ñàìî àêî jå ðàíã
ìàòðèöå ìà»è îä áðîjà »åíèõ êîëîíà.
(2) Ðàíã ìàòðèöå jå jåäíàê ðåäó íàjâå£åì ðåäó ìèíîðà ìàòðèöå
ðàçëè÷èòîã îä íóëå.

Äîêàç.

(1) Íåêà jå ìàòðèöà A ∈ Mm×n è íåêà jå det(A) = 0. Íà îñíîâó
Òåîðåìå 2.7, çàê§ó÷ójåìî äà A íèjå èíâåðòèáèëíà. Äà§å, íà îñíîâó
Òåîðåìå 2.10, ñëèjåäè äà ñó êîëîíå ìàòðèöå A ëèíåàðíî çàâèñíå. Îâî
çíà÷è äà jå r(A) < n, íà îñíîâó Äåôèíèöèjå 2.15.
Ñëè÷íî ïîêàçójåìî äà èç r(A) < n ñëèjåäè det(A) = 0.
(2) Ñëèjåäè èç Òåîðåìå 2.7, Òåîðåìå 2.10 è Äåôèíèöèjå 2.15. □
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Èçðà÷óíà£åìî ìèíîðå ðåäà 3 ó ìàòðèöè A =

1 2 1 −1
9 5 2 2
7 1 0 4

 .

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
9 5 2
7 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 7(−1)− 1(−7) = 0,

∣∣∣∣∣∣
1 2 −1
9 5 2
7 1 4

∣∣∣∣∣∣ = 1(18)− 2(22)− 1(−26) = 0,

∣∣∣∣∣∣
2 1 −1
5 2 2
1 0 4

∣∣∣∣∣∣ = 1(4) + 4(−1) = 0.

Çíà÷è äà jå r(A) < 3. Ñàäà òðàæèìî ìèíîð ìà»åã ðåäà êîjè jå ðà-

çëè÷èò îä íóëå. Ïðâè òàêàâ ìèíîð jå

∣∣∣∣1 2
9 5

∣∣∣∣ = −13. Îâî jå äîâî§íî

äà çàê§ó÷èìî äà jå r(A) = 2.
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Ó ìàòðèöè

1 0 2 1
0 2 4 2
0 2 2 1

, íàjâå£è ðåä ìèíîðà ðàçëè÷èòèõ îä íóëà
jå 3. Óçìèìî ìèíîð

∣∣∣∣∣∣
1 0 2
0 2 4
0 2 2

∣∣∣∣∣∣ = −4 ̸= 0. Çíà÷è äà jå ðàíã ìàòðèöå

jåäíàê 3.

Ðàíã ìàòðèöå ìîæåìî èñêîðèñòèòè êîä èñïèòèâà»à ëèíåàðíå
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íåçàâèñíîñòè âåêòîðà.

Ïðèìjåð 70

Ïîêàçà£åìî äà ñó âåêòîðè v1 =

 1
−1
2

 è v2 =

10
3

 ëèíåàðíî íåçà-

âèñíè. Ñòàâè£åìî äàòå âåêòîðå ó êîëîíå ìàòðèöå:

A =

 1 1
−1 0
2 3

 ,

è íà£è £åìî »åí ðàíã. Ïîøòî jå

∣∣∣∣ 1 1
−1 0

∣∣∣∣ = 1, èìàìî äà jå r(A) = 2.

Çíà÷è, v1 è v2 ñó ëèíåàðíî íåçàâèñíè.

2.5.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Íà£è ðàíã ñ§åäå£èõ ìàòðèöà:

A =

[
−2 −4
−1 2

]
, B =

[
2 −4 2
−1 2 1

]
, C =

1 6 −7 3
1 9 −6 4
1 3 −8 4

 .

2. Îäðåäèòè ïàðàìåòàð t òàêàâ äà ìàòðèöà A èìà ðàíã 3, àêî jå:

A =

−2 −2 2
t 1 −2
t 2 −1

 .

3. Îäðåäèòè ïàðàìåòàð a òàêî äà ìàòðèöà1 a a+ 1 a+ 2
2 3 4 5
0 1 2 3
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èìà ìèíèìàëàí ðàíã.

4. Ïîìî£ó ðàíãà èñïèòàòè ëèíåàðíó íåçàâèñíîñò âåêòîðà:10
3

 ,

−1
2
3

 ,

 0
1
−2

 .
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3
ÌÀÒÐÈÖÅ Ó ÑÈÑÒÅÌÈÌÀ JÅÄÍÀ×ÈÍÀ

3.1 Ìàòðè÷íå jåäíà÷èíå îáëèêà AX = B èëè
XA = B

Ó îâîì äèjåëó £åìî îájàñíèòè ïîñòóïàê ðjåøàâà»à ìàòðè÷íå
jåäíà÷èíå îáëèêà AX = B, ãäjå jå A ∈ Mn×n èíâåðòèáèëíà ìàòðèöà,
X ∈ Mn×m è B ∈ Mn×m. Ó îâîì ñëó÷àjó íåïîçíàòà jå ìàòðèöà X è äà
áèñìî je íàøëè ïîòðåáíî jå äà jåäíà÷èíó ïîìíîæèìî ñëèjåâà ñà A−1.
Èìàìî ñ§åäå£å:

A−1(AX) = A−1B.

Çáîã îñîáèíå àñîöèjàòèâíîñòè ìíîæå»à ìàòðèöà, äîáèjàìî äà jå:

(A−1A)X = A−1B,

îäíîñíî:

InX = A−1B.

Çíà÷è,

X = A−1B.
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Àêî èìàìî ìàòðè÷íó jåäíà÷èíó îáëèêà XA = B, îíäà £åìî íåïîçíàòó
ìàòðèöó íà£è ìíîæå»åì jåäíà÷èíå çäåñíà ñà A−1. Ó îâîì ñëó÷àjó
ðjåøå»å jå îáëèêà: X = BA−1.

Ïðèìjåð 71

Ðèjåøè£åìî ìàòðè÷íó jåäíà÷èíó:[
1 −1
2 1

] [
x1
x2

]
=

[
0
3

]
.

Íàjïðèjå £åìî èçðà÷óíàòè èíâåðçíó ìàòðèöó ìàòðèöå

A =

[
1 −1
2 1

]
.

Äîáèjàìî äà jå:

A−1 =
1

3

[
1 1
−2 1

]
.

Ðjåøå»å ñèñòåìà jå âåêòîð[
x1
x2

]
=

1

3

[
1 1
−2 1

] [
0
3

]
=

1

3

[
3
3

]
=

[
1
1

]
.

3.1.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

Ðèjåøèòè ìàòðè÷íå jåäíà÷èíå:

1. AX = B, ïðè ÷åìó jå A =

[
1 −1
5 3

]
è B =

[
−8 −13 1
32 −17 21

]
.

2. AX = b, ïðè ÷åìó jå A =

1 3 0 2
0 0 1 4
1 3 1 6

 è b =

16
7

 .
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3. XA = B, ïðè ÷åìó jå A =

[
3 −7
1 −2

]
è B =

[
0 3
1 −5

]
.

4. 2XA+ 3X = B, ãäjå jå A =

[
1 2
0 3

]
, B =

[
−1 0
2 5

]
.

5. AXB = C, ãäjå jå A =

[
1 −3
5 0

]
, B =

1 0 2
0 2 3
0 0 4

 ,

C =

[
1 0 2
−3 0 −1

]
.

3.2 Ìàòðè÷íà ðåïðåçåíòàöèjà ñèñòåìà
jåäíà÷èíà

Ñèñòåì 
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

ìîæåìî íàïèñàòè ó ìàòðè÷íîì îáëèêó AX = B, ãäjå jå

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
am1 am2 . . . amn

 , X =


x1
x2
...
xn

 , B =


b1
b2
...
bm

 .

Ìàòðèöó A íàçèâàìî ìàòðèöà ñèñòåìà, äîê ìàòðèöó

(A|B) =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

...
...

...
...

am1 am2 . . . amn bm


íàçèâàìî ïðîøèðåíà ìàòðèöà ñèñòåìà.
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Ïðèìjåð 72

Ñèñòåì ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà êîjè îäãîâàðà ïðîøèðåíîj ìàòðèöè:−2 1 3
∣∣ 2

4 1 −1
∣∣ 0

−1 3 4
∣∣ 4


jå 
−2x1 + x2 + 3x3 = 2

4x1 + x2 − x3 = 0

−x1 + 3x2 + 4x3 = 4.

Ñ§åäå£à òåîðåìà, ïîçíàòà êàî Êðîíåêåð-Êàïåëèjåâà, íàì îìîãó£àâà
äà èñïèòàìî ñàãëàñíîñò ñèñòåìà ïîìî£ó ðàíãà ãîðå äåôèíèñàíèõ
ìàòðèöà.

Òåîðåìà 3.1

Ñèñòåì ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà AX = B èìà ðjåøå»å àêî è ñàìî àêî
jå r(A) = r(A|B).

Äîêàç. Íåêà A ∈ Mm×n, B ∈ Mm×1, è íåêà jå âåêòîð


α1

α2
...
αn

 ðjåøå»å

ñèñòåìà AX = B. Äàêëå, A


α1

α2
...
αn

 = B, øòî jå åêâèâàëåíòíî ñà òèì äà

ñå âåêòîð B ìîæå íàïèñàòè êàî ëèíåàðíà êîìáèíàöèjà âåêòîð-êîëîíà
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ìàòðèöå A: c1, c2, . . . , cn, îäíîñíî

α1c1 + α2c2 + . . .+ αncn = B.

Îâî çíà÷è äà ñó âåêòîðè-êîëîíå c1, c2, . . . , cn, B ëèíåàðíî çàâèñíå, øòî
jå åêâèâàëåíòíî ñà r(A) = r(A|B), íà îñíîâó äåôèíèöèjå ðàíãà. □
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Ïîñìàòðàjìî ñèñòåì:
x1 + 2x2 + x3 = 4

2x1 + x2 + 2x3 = 5

3x1 + 2x2 + 3x3 = 12.

Ìàòðèöó ñèñòåìà £åìî ñâåñòè íà ðåäóêîâàíè îáëèê:

A =

1 2 1
2 1 2
3 2 3

→

1 2 1
0 −3 0
0 −4 0

→

1 2 1
0 1 0
0 0 0

 .

Çàê§ó÷ójåìî äà jå r(A) = 2.
Ñàäà £åìî íà£è ðàíã ïðîøèðåíå ìàòðèöå ñèñòåìà:

(A|B) =

1 2 1
∣∣ 4

2 1 2
∣∣ 5

3 2 3
∣∣ 12

→

 1 2 1 4
0 −3 0 −3
0 −4 0 0

→

1 2 1
∣∣ 4

0 1 0
∣∣ 1

0 0 0
∣∣ 4

 .
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Äàêëå, r(A|B) = 3. Íà îñíîâó Êðîíåêåð-Êàïåëèjåâå òåîðåìå, çà-
ê§ó÷ójåìî äà äàòè ñèñòåì íåìà ðjåøå»à.
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Èñïèòà£åìî çà êîjå âðèjåäíîñòè ïàðàìåòðà t ∈ R ñ§åäå£è ñèñòåì
èìà ðjåøå»å: 

x1 − x2 = t

−2x1 + x2 + 2x3 = t− 1

−x1 + 3x3 = t+ 1.

Íà£è £åìî ðàíã (ïðîøèðåíå) ìàòðèöå ñèñòåìà: 1 −1 0
∣∣ t

−2 1 2
∣∣ t− 1

−1 0 3
∣∣ t+ 1

→

1 −1 0
∣∣ t

0 −1 2
∣∣ 3t− 1

0 −1 3
∣∣ 2t+ 1

→

1 −1 0
∣∣ t

0 −1 2
∣∣ 3t− 1

0 0 1
∣∣ −t+ 2

 .

Âèäèìî äà jå r(A) = r(A|B) = 3, øòî çíà÷è äà ñèñòåì èìà ðjåøå»å
çà ñâàêî t ∈ R.

Òåîðåìà 3.2

Íåêà ñèñòåì AX = B, X ∈ Rn, èìà ðjåøå»å. Òàäà âðèjåäè:

1. Àêî jå r(A) < n, îíäà ñèñòåì èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî ðjåøå»à.

2. Àêî jå r(A) = n, îíäà ñèñòåì èìà jåäèíñòâåíî ðjåøå»å.
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Ðjåøàâàìî ñèñòåì: 
2x1 + 3x2 − x3 = 2

x2 + x3 = 6

−x1 + 5x2 − 4x3 = 8.

Ïðîøèðåíà ìàòðèöà îâîãà ñèñòåìà jå: 2 3 −1 2
0 1 1 6

−1 5 −4 8

 .

Öè§ íàì jå äà ñèñòåì (ìàòðèöó) ñâåäåìî íà ðåäóêîâàíó. Äà áèñìî
òî ïîñòèãëè, òðå£ó jåäíà÷èíó ñèñòåìà £åìî ïîìíîæèòè ñà −1, à
çàòèì £åìî çàìèjåíèòè ìjåñòà ïðâîj è òðå£îj jåäíà÷èíè. Èìàìî:

x1 − 5x2 + 4x3 = −8

x2 + x3 = 6

2x1 + 3x2 − x3 = 2

⇐⇒

 1 −5 4 −8
0 1 1 6
2 3 −1 2

 .

Ñàäà £åìî ïðâó jåäíà÷èíó ïîìíîæèòè ñà −2 è äîáèjåíó jåäíà÷èíó
ñàáðàòè ñà òðå£îì:

x1 − 5x2 + 4x3 = −8

x2 + x3 = 6

13x2 − 9x3 = 18

⇐⇒

 1 −5 4 −8
0 1 1 6
0 13 −9 18

 .

Ìíîæå»åì äðóãå jåäíà÷èíå ñà −13 è ñàáèðà»åì äîáèjåíå jåäíà÷èíå
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ñà òðå£îì äîáèjàìî:
x1 − 5x2 + 4x3 = −8

x2 + x3 = 6

−22x3 = −60

⇐⇒

 1 −5 4 −8
0 1 1 6
0 0 −22 −60

 .

Äèjåëèìî òðå£ó jåäíà÷èíó ñà −22 äà áèñìî äîáèëè êîåôèöèjåíò óç
ïðîìjåí§èâó x3 jåäíàê 1:

x1 − 5x2 + 4x3 = −8

x2 + x3 = 6

x3 =
30
11

⇐⇒

 1 −5 4 −8
0 1 1 6
0 0 1 30

11

 .

Äà§å, ìíîæèìî òðå£ó jåäíà÷èíó ñà −1 è äîáèjåíó jåäíà÷èíó ñà-
áèðàìî ñà äðóãîì. Òî ðàäèìî äà áèñìî äîáèëè êîåôèöèjåíò óç x3
jåäíàê 0 ó äðóãîj jåäíà÷èíè. Èìàìî:

x1 − 5x2 + 4x3 = −8

x2 =
36
11

x3 =
30
11

⇐⇒

 1 −5 4 −8
0 1 0 36

11

0 0 1 30
11

 .

Ó çàä»åì êîðàêó £åìî ïîìíîæèòè äðóãó jåäíà÷èíó ñà 5, è òðå£ó
jåäíà÷èíó ñà −4, è äîáèjåíå jåäíà÷èíå ñàáðàòè ñà ïðâîì. Äîáèjàìî:

x1 = −28
11

x2 =
36
11

x3 =
30
11

⇐⇒


1 0 0 −28

11

0 1 0 36
11

0 0 1 30
11

 .

Ó îâîì ïðèìjåðó ñìî âèäjåëè ïðèìjåíó åëåìåíòàðíèõ òðàíñôîðìàöèjà
íà ñèñòåìó jåäíà÷èíà (ìàòðèöè) ó öè§ó äîáèjà»à ðjåøå»à ñèñòåìà.

Ïðèìjåð 76
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Ðèjåøè£åìî ñèñòåì jåäíà÷èíà:
3x1 + x2 − 4x3 = −1

x1 + 10x3 = 5

4x1 + x2 + 6x3 = 1.

Ïðîøèðåíà ìàòðèöà ñèñòåìà jå:3 1 −4
∣∣ −1

1 0 10
∣∣ 5

4 1 6
∣∣ 1

 .

Äà áèñìî äîáèëè 1 íà ìjåñòó (1, 1), çàìèjåíè£åìî ìjåñòà ïðâîj è
äðóãîj âðñòè: 1 0 10

∣∣ 5
3 1 −4

∣∣ −1
4 1 6

∣∣ 1

 .

Ñàäà £åìî ïðâó âðñòó ïîìíîæåíó ñà −3 ñàáðàòè ñà äðóãîì âðñòîì,
è ïðâó âðñòó ïîìíîæåíó ñà −4 ñàáðàòè ñà òðå£îì âðñòîì:1 0 10

∣∣ 5
0 1 −34

∣∣ −16
0 1 −34

∣∣ −19

 .

Îäóçå£åìî òðå£ó âðñòó îä äðóãå. Äîáèjàìî:1 0 10
∣∣ 5

0 1 −34
∣∣ −16

0 0 0
∣∣ 3

 .

Ïîøòî jå ðàíã ìàòðèöå ñèñòåìà ðàçëè÷èò îä ðàíãà ïðîøèðåíå ìà-
òðèöå, çàê§ó÷ójåìî äà ñèñòåì íåìà ðjåøå»à.
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Òåîðåìà 3.3

Àêî jå ìàòðèöà A êâàäðàòíîã ñèñòåìà ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà èíâåð-
òèáèëíà, îíäà ñèñòåì èìà jåäèíñòâåíî ðjåøå»å.

Äîêàç. Ïîøòî jå ìàòðèöà A èíâåðòèáèëíà, ïîñòîjè »åíà èíâåðçíà
ìàòðèöà A−1. Ó òîì ñëó÷àjó êâàäðàòíè ñèñòåì AX = B ðjåøàâàìî
ìíîæå»åì jåäíà÷èíå ñà A−1, è äîáèjàìî äà jå jåäèíñòâåíî ðjåøå»å
ñèñòåìà X = A−1B. □
Íà îñíîâó îâå òåîðåìå è Òåîðåìå 2.7 ìîãëè ñìî ó ïðåòõîäíîì ïðèìjåðó
ïîêàçàòè íåñàãëàñíîñò ñèñòåìà ðà÷óíà»åì äåòåðìèíàíòå ìàòðèöå
ñèñòåìà. Ñìàòðàìî äà jå ó ñëó÷àjó êâàäðàòíèõ ñèñòåìà ïðàêòè÷íèjå
èñïèòàòè ñàãëàñíîñò ïîìî£ó äåòåðìèíàíòå, à çàòèì ñàãëàñíè ñèñòåì
ðjåøàâàòè ïîìî£ó åëåìåíòàðíèõ òðàíñôîðìàöèjà.
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Ïîñìàòðàjìî ñèñòåì:
x1 − 2x2 − x3 + 3x4 = 1

2x1 − 4x2 + x3 = 5

x1 − 2x2 + 2x3 − 3x4 = 4.

Ïðîøèðåíà ìàòðèöà îâîã ñèñòåìà jå:

(A|B) =

1 −2 −1 3
∣∣ 1

2 −4 1 0
∣∣ 5

1 −2 2 −3
∣∣ 4

 .

Ïîìíîæè£åìî ïðâó âðñòó ñà −2, è äîáèjåíó âðñòó ñàáðàòè ñà äðó-
ãîì âðñòîì, à ñ äðóãå ñòðàíå £åìî îäóçåòè òðå£ó âðñòó îä ïðâå.
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Ðåçóëòàò jå: 1 −2 −1 3
∣∣ 1

0 0 3 −6
∣∣ 3

0 0 3 −6
∣∣ 3

 .

Íàêîí îäóçèìà»à òðå£å âðñòå îä äðóãå, è ìíîæå»à äðóãå âðñòå ñà
1
3 , äîáèjàìî: 1 −2 −1 3

∣∣ 1
0 0 1 −2

∣∣ 1
0 0 0 0

∣∣ 0

 .

Âèäèìî äà jå r(A) = r(A|B) = 2 < 4. Äàêëå, íà îñíîâó Òåîðåìå 3.1
è Òåîðåìå 3.2, ñèñòåì èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî ðjåøå»à. Ñèñòåì êîjè
îäãîâàðà ðåäóêîâàíîj ìàòðèöè jå:

x1 − 2x2 − x3 + 3x4 = 1

x3 − 2x4 = 1

0 = 0.

Ïîøòî èìàìî äâèjå jåäíà÷èíå è ÷åòèðè íåïîçíàòå,ìîæåìî óçåòè äà
ñó äâèjå íåïîçíàòå ïðîèçâî§íè ïàðàìåòðè. Íåêà jå x2 = t, x4 = s.
Äàêëå, ðjåøå»å ñèñòåìà jå:

(2 + 2t− s, t, 1 + 2s, s), s, t ∈ R.

3.2.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Íàïèñàòè ñèñòåì jåäíà÷èíà ó ìàòðè÷íîj ôîðìè:
x+ 2z = 6

x+ 2y + 5z = 0

x+ 5y − z = 2.
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2. Íàïèñàòè ïðîøèðåíó ìàòðèöó ñèñòåìà:{
5x− 3y = −1

y = 2x− 2.

3. Èñïèòàòè ñàãëàñíîñò äàòèõ ñèñòåìà è íà£è ðjåøå»à ó ñëó÷àjó
ñàãëàñíîñòè:

(à) 
x+ y + z = 6

2y + 5z = −4

2x+ 5y − z = 27.

(á) 
x+ y − z = −2

2x− 3y + 2z = 1

3x− 2y + z = −1.

(â) {
x+ 2y − z = 4

2x− 3y + 2z = 6.

(ã) 
x+ 2y − z = 3

2x− 2y + 2z = 0

3x+ y − z = 4

4x+ 3y − 2z = 7.

4. Íà îñíîâó Êðîíåêåð-Êàïåëèjåâå òåîðåìå èñïèòàòè äà ëè ñ§åäå£è
ñèñòåì èìà ðjåøå»å: 

2x1 + 2x2 − x3 = 1

4x1 + 2x3 = 2

6x2 − 3x3 = 4.
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5. Îäðåäèòè ïàðàìåòàð t ∈ R òàêàâ äà ñ§åäå£è ñèñòåì èìà ðjåøå»å:
x1 + 3x2 + tx3 = t

2x1 + tx3 = 2

−x1 + 3x2 = t− 2.

3.3 Õîìîãåíè ñèñòåìè

Ñàäà £åìî ïîñìàòðàòè õîìîãåíå ñèñòåìå è óñëîâå ïîä êîjèìà îíè
èìàjó íåòðèâèjàëíî ðjåøå»å.

Òåîðåìà 3.4

Íåêà jå A êâàäðàòíà ìàòðèöà íåêîã õîìîãåíîã ñèñòåìà. Âðèjåäè:
(1) Ñèñòåì èìà jåäèíñòâåíî ðjåøå»å (òðèâèjàëíî) àêî jå det(A) ̸= 0.
(2) Ñèñòåì èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî ðjåøå»à àêî jå det(A) = 0.

Òåîðåìà 3.5

Àêî õîìîãåíè ñèñòåì ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà èìà âèøå ïðîìjåí§èâèõ
íåãî jåäíà÷èíà, îíäà îí èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî ðjåøå»à.
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Ïîñìàòðàjìî õîìîãåíè ñèñòåì:
x1 − x2 + 2x3 − x4 = 0

2x1 + 2x2 + x4 = 0

3x1 + x2 + 2x3 − x4 = 0.
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Òðàíñôîðìèñà£åìî ïðîøèðåíó ìàòðèöó ñèñòåìà:1 −1 2 −1
∣∣ 0

2 2 0 1
∣∣ 0

3 1 2 −1
∣∣ 0

 .

Ïîìíîæåíó ïðâó âðñòó ñà −2 £åìî ñàáðàòè ñà äðóãîì, è ïîìíîæåíó
ïðâó âðñòó ñà −3 £åìî ñàáðàòè ñà òðå£îì:1 −1 2 −1

∣∣ 0
0 4 −4 3

∣∣ 0
0 4 −4 2

∣∣ 0

 .

Ñàäà £åìî îäóçåòè òðå£ó âðñòó îä äðóãå:1 −1 2 −1
∣∣ 0

0 4 −4 3
∣∣ 0

0 0 0 1
∣∣ 0

 .

Ïîìíîæåíó òðå£ó âðñòó ñà −3 £åìî ñàáðàòè ñà äðóãîì, è òðå£ó
âðñòó £åìî ñàáðàòè ñà ïðâîì:1 −1 2 0

∣∣ 0
0 1 −1 0

∣∣ 0
0 0 0 1

∣∣ 0

 .

Ó îâîì êîðàêó ñìî è ïîäèjåëèëè äðóãó âðñòó ñà 4. Íà êðàjó, ñàáè-
ðàìî ïðâó âðñòó ñà äðóãîì:1 0 1 0

∣∣ 0
0 1 −1 0

∣∣ 0
0 0 0 1

∣∣ 0

 .
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Åêâèâàëåíòíè ñèñòåì êîjè îäãîâàðà îâîj ìàòðèöè jå:
x1 + x3 = 0

x2 − x3 = 0

x4 = 0.

Ïîøòî èìàìî òðè jåäíà÷èíå è ÷åòèðè ïðîìjåí§èâå, ìîæåìî ñòà-
âèòè äà jå jåäíà ïðîìjåí§èâà ïðîèçâî§íà, ðåöèìî x3 = t, t ∈ R.
Çàê§ó÷ójåìî äà jå x1 = t, x2 = t, x4 = 0, îäíîñíî äà jå ðjåøå»å
ñèñòåìà:

(−t, t, t, 0), t ∈ R.
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Äåòåðìèíàíòà õîìîãåíîã ñèñòåìà:
x1 + x2 + x3 = 0

x2 − x3 = 0

x1 + 2x2 = 0

jå ∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 1 −1
1 2 0

∣∣∣∣∣∣ = 0,

øòî çíà÷è, íà îñíîâó ïðåòõîäíå òåîðåìå, äà ñèñòåì èìà áåñêîíà÷íî
ìíîãî ðjåøå»à, è »èõ çàïèñójåìî êàî:

(−2t, t, t), t ∈ R.
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Ïîñìàòðàjìî ñèñòåì: 
x+ y − tz = 0

2x+ ty + z = 0

tx+ y + z = 0,

ãäjå jå t ∈ R.
Äåòåðìèíàíòà ìàòðèöå ñèñòåìà jå:∣∣∣∣∣∣
1 1 −t
2 t 1
t 1 1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣t 1
1 1

∣∣∣∣− ∣∣∣∣2 1
t 1

∣∣∣∣− t

∣∣∣∣2 t
t 1

∣∣∣∣ = t−1−2+ t−2t+ t3 = t3−3.

Ñèñòåì èìà ñàìî òðèâèjàëíî ðjåøå»å àêî jå t ̸= 3
√
3, è èìà áåñêî-

íà÷íî ìíîãî ðjåøå»à àêî jå t = 3
√
3.
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Ïðîâjåðè£åìî ëèíåàðíó çàâèñíîñò âåêòîðà a1 =

12
0

, a2 =

10
3

 è

a3 =

22
3

 . Èìàìî äà jå

α1a1 + α2a2 + α3a3 =

α1 + α2 + 2α3

2α1 + 2α3

3α2 + 3α3

 =

00
0

 ⇐⇒
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α1 + α2 + 2α2 = 0

2α1 + 2α3 = 0

3α2 + 3α3 = 0.

Ñ îáçèðîì íà òî äà jå äåòåðìèíàíòà îâîã ñèñòåìà jåäíàêà íóëè,
ìîæåìî íà£è ñêàëàðå α1, α2, α3 îä êîjè jå áàð jåäàí ðàçëè÷èò îä
íóëå, òàêî äà jå α1a1 + α2a2 + α3a3 = 0.
Ïðåìà òîìå, âåêòîðè ñó ëèíåàðíî çàâèñíè.

3.3.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Íà£è ðjåøå»å õîìîãåíîã ñèñòåìà:
x1 − 2x2 + x3 = 0

6x2 − 3x3 = 0

x1 − x2 − x3 = 0.

2. Íà£è ðjåøå»å õîìîãåíîã ñèñòåìà:
x1 + x2 + x3 = 0

x2 − x3 = 0

x1 + 2x2 = 0.

3. Íà£è ðjåøå»å jåäíà÷èíå AX = 0, àêî jå:

A =

 1 −1 0 2 0 1
0 0 1 3 0 −1
0 0 0 0 1 4

 .

3.4 Ïðèìjåíà ó åêîíîìèjè

Åêâèëèáðèjóì èëè òðæèøíà ðàâíîòåæà ïîíóäå è ïîòðàæ»å íà
êîíêóðåíòíîì òðæèøòó íàñòàjå êîä öèjåíå êîä êîjå ñó ïîíóäà è
ïîòðàæ»à ó ðàâíîòåæè. Jàâ§à ñå êîä öèjåíå êîä êîjå ñó êîëè÷èíå êîjå
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ñå òðàæå jåäíàêå êîëè÷èíàìà êîjå ñå íóäå. Ãðàôè÷êè, åêâèëèáðèjóì ñå
íàëàçè íà ïðåñjåêó êðèâèõ ïîòðàæ»å è ïîíóäå, êàî øòî ìîæåìî
âèäjåòè íà äî»îj ñëèöè, ãäjå E ïðåäñòàâ§à òà÷êó åêâèëèáðèjóìà.

0
Ïðîèçâîä, Q

Öèjåíà, P

E

Àêî jå öèjåíà èçíàä åêâèëèáðèjóìà, êîëè÷èíå ïðîèçâîäà êîjå
ïðîèçâî¢à÷ íóäè ñó âå£å îä êîëè÷èíå êîjó ïîòðîøà÷è æåëå äà êóïå. Ó
òîì ñëó÷àjó èìàìî âèøàê äîáàðà, îäàêëå äîëàçè äî ñìà»å»à öèjåíå.
Íà èñòè íà÷èí, àêî jå öèjåíà èñïîä åêâèëèáðèjóìà, ñòâàðà ñå
íåñòàøèöà ïðîèçâîäà òå £å ïðîèçâî¢à÷è íàñòîjàòè ïîäè£è öèjåíó äî
åêâèëèáðèjóìà.

3.4.1 Ëèíåàðíè òðæèøíè ìîäåë

Ïîøòî ïîñìàòðàìî ñàìî jåäíó âðñòó ðîáå, äîâî§íî jå äà èìàìî ñàìî
òðè ïðîìjåí§èâå, è òî:

1. öèjåíó ðîáå P ,
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2. êîëè÷èíó ïðîäàíå ðîáå, îäíîñíî ïîòðàæ»å Qd,

3. êîëè÷èíó ïîíóäå Qs.

Ïðåòïîñòàâêà jå äà ñå åêâèëèáðèjóì íà òðæèøòó àêî è ñàìî àêî íåìà
âèøêà ïîòðàæ»å. Ñàäà jå óñëîâ åêâèëèáðèjóìà:

Qd = Qs.

Çà Qd ïðåòïîñòàâ§àìî äà jå ëèíåàðíà îïàäàjó£à ôóíêöèjà öèjåíå (øòî
jå âå£à öèjåíà, òî jå ìà»à ïîòðàæ»à), äîê çà Qs ïðåòïîñòàâ§àìî äà jå
ëèíåàðíà ðàñòó£à ôóíêöèjà öèjåíå (øòî jå âå£à öèjåíà, òî jå âå£à
ïîíóäà).
Òàêî¢å ïðåòïîñòàâ§àìî äà íåìà ïîíóäå óêîëèêî öèjåíà íå äîñòèãíå
îäðå¢åíè ìèíèìàëíè íèâî. Çíà÷è, ìîäåë ñàäðæè jåäàí óñëîâ
åêâèëèáðèjóìà è äâà óñëîâà ïîíàøà»à ôóíêöèjà ïîòðàæ»å è ïîíóäå.
Ìàòåìàòè÷êè ìîäåë.


Qd = Qs

Qd = a− bP

Qs = −c+ dP,

ãäjå ñó a, b, c, d ïîçèòèâíè áðîjåâè.
Ðjåøå»å îâîãà ñèñòåìà jå òà÷êà åêâèëèáðèjóìà E(P ,Q), ïðè ÷åìó jå

P =
a+ c

b+ d
,

Q = a− bP = a− b
a+ c

b+ d
=

ad− bc

b+ d
.

Íà ñëèöè èñïîä ìîæåìî âèäjåòè ãðàôèêå ôóíêöèjà ïîòðàæ»å è
ïîíóäå çà a = 5, b = 2, c = 2 è d = 4.
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Ïîòðàæ»à çà íåêèì ïðîèçâîäîì äàòà jå jåäíà÷èíîì Q = 415−22P ,
à ïîíóäà Q = 95 + 10P . Äà áèñìî íàøëè êîëè÷èíó è öèjåíó òîã
ïðîèçâîäà ó óñëîâèìà òðæèøíå ðàâíîòåæå ðèjåøè£åìî jåäíà÷èíó:

415− 22P = 95 + 10P,

êîjó ñìî äîáèëè èçjåäíà÷àâà»åì ïîíóäå è ïîòðàæ»å (òðæèøíà
ðàâíîòåæà: ïîíóäà = ïîòðàæ»à).
Ðjåøàâà»åì jåäíà÷èíå, äîáèjàìî äà jå P = 10. Óâðøòàâà»åì öèjå-
íå ó jåäíó îä ïîëàçíèõ jåäíà÷èíà, äîáèjàìî äà jå Q = 415−22 ·10 =
195. Çíà÷è äà ñå òðæèøíà ðàâíîòåæà ïîñòèæå çà êîëè÷èíó ïðîè-
çâîäà îä 195 (kg, m, êîìàäà...) ñà öèjåíîì îä 10 KM.

3.4.2 Îïøòà òðæèøíà ðàâíîòåæà

Óêîëèêî ïîñìàòðàìî n ïðîèçâîäà, ñâàêè ñà ñâîjîì öèjåíîì, ïîíóäîì è
ïîòðàæ»îì, ðàâíîòåæà £å áèòè óñïîñòàâ§åíà ó ñëó÷àjó äà ñå èñïóíå
óñëîâè çà ñâàêè ïðîèçâîä.
Ó îâîì ñëó÷àjó ìîäåë ñàäðæè 3n jåäíà÷èíà:

Qdi = Qdi(P1, P2, . . . , Pn),
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Qsi = Qsi(P1, P2, . . . , Pn),

Qdi = Qsi ,

ïðè ÷åìó i = 1, 2, . . . , n.
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Ó ñ§åäå£åì ìîäåëó ïîñìàòðàìî äâèjå âðñòå ðîáå. Íà£è £åìî öèjåíå
ðîáà êîjå îáåçájå¢ójó òðæèøíó ðàâíîòåæó.

Qd1 = 9− 3P1 + 2P2,

Qs1 = −3 + 4P1,

Qd2 = 14 + 2P1 − 2P2,

Qs2 = −2 + P2.

Èçjåäíà÷è£åìî ôóíêöèjå ïîíóäå è ïîòðàæ»å çà îáå âðñòå ðîáå,
äîáèjàìî äà jå Qd1 = Qs1 è Qd2 = Qs2 . Äàêëå, èìàìî ñèñòåì:{

7P1 − 2P2 = 12

2P1 − 3P2 = −16.

Ðjåøàâà»åì ñèñòåìà, äîáèjàìî äà jå P1 = 4 è P2 = 8.

3.4.3 Input-output àíàëèçà

Ëåîíòèjåâà Input-output àíàëèçà ñå êîðèñòè çà èñòðàæèâà»å ðåëàöèjà
èçìå¢ó ðàçëè÷èòèõ ãðàíà ïðîèçâîä»å, ñ öè§åì äà ñå ðàçóìèjå »èõîâà
ìå¢óñîáíà çàâèñíîñò è äà ñå äîáèjó óñëîâè çà ïîñòèçà»å
åêâèëèáðèjóìà. Îâà àíàëèçà jå îä âåëèêîã çíà÷àjà çà ïëàíèðà»å
ïðîèçâîä»å, ñ îáçèðîì íà òî äà jå èçëàç ìíîãèõ èíäóñòðèjà ó èñòî
âðèjåìå óëàç ìíîãèõ äðóãèõ èíäóñòðèjà. Àíàëèçà ñå çàñíèâà íà
ðjåøàâà»ó ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà, ÷èjè áðîj çàâèñè îä áðîjà ïðèâðåäíèõ
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ñåêòîðà. Ñåêòîðñêà ïðîèçâîä»à jå ïðèêàçàíà ó äâîñòðóêîj çàâèñíîñòè,
êàî íèç èñïîðóêà ïðîèçâîäà äðóãèì ñåêòîðèìà è êàî íèç íàáàâêè
íåîïõîäíèõ ñðåäñòàâà. Óëàçíå è èçëàçíå ìå¢óñîáíî ïîâåçàíå ñòàâêå
ôîðìèðàjó îáëèê ìàòðèöå, êîjà îìîãó£àâà ìàòåìàòè÷êó îáðàäó
ïîäàòàêà.
Çà áî§å ðàçóìèjåâà»å àíàëèçå, ïðåòïîñòàâèìî äà èìàìî òðè ñåêòîðà
ïðîèçâîä»å (X1, X2, X3) è jåäàí ñåêòîð ôèíàëíå ïîòðàæ»å (F). Ñà
Xij ; i, j = 1, 2, 3, îçíà÷àâàìî èñïîðóêå è íàáàâêå ìå¢óôàçíèõ
ïðîèçâîäà i-òîã ñåêòîðà ó ðåïðîäóêöèîíîj ïîòðîø»è ó j-òîì ñåêòîðó.
Ñà Fi îçíà÷àâàìî êîìïîíåíòó ôèíàëíå ïîòðîø»å i-òîã ñåêòîðà. Îâå
ïîäàòêå óíîñèìî ó ñ§åäå£ó òàáåëó:

Input-output òàáåëà

Output X1 X2 X3 Ïîòðàæ»à

X1 X11 X12 X13 F1

X2 X21 X22 X22 F2

X3 X31 X32 X33 F3

Äàêëå, ñòðóêòóðà ïðîèçâîä»å ó ñâàêîì ñåêòîðó ñå ïðèêàçójå ñ§åäå£èì
ñèñòåìîì ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà:

X11 +X12 +X13 + F1 = X1

X21 +X22 +X23 + F2 = X2

X31 +X32 +X33 + F3 = X3.

Òåõíè÷êè êîåôèöèjåíò jå êîëè÷íèê aij =
Xij

Xj
, è îí ïðåäñòàâ§à

êîíñòàíòíó êîëè÷èíó ïðîèçâîäà èç i-òîã ñåêòîðà íåîïõîäíèõ çà
ïðîèçâîä»ó jåäíå jåäèíèöå ó j-òîì ñåêòîðó. Êâàäðàòíó ìàòðèöó ÷èjè
ñó åëåìåíòè òåõíè÷êè êîåôèöèjåíòè íàçèâàìî ìàòðèöà òåõíè÷êèõ
êîåôèöèjåíàòà A. Ðàçëèêà jåäèíè÷íå ìàòðèöå è ìàòðèöå òåõíè÷êèõ
êîåôèöèjåíàòà íàçèâà ñå ìàòðèöà òåõíîëîãèjå T :

T = I −A.
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Íàïîìè»åìî äà jå T óâèjåê èíâåðòèáèëíà ìàòðèöà çà ñâå ðåàëíå
ñèñòåìå ïðîèçâîä»å.
Äàêëå, åêâèëèáðèjóì ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè ñ§åäå£èì ñèñòåìîì
ëèíåàðíèõ jåäíà÷èíà:

a11X1 + a12X2 + a13X3 + F1 = X1

a21X1 + a22X2 + a23X3 + F2 = X2

a31X1 + a32X2 + a33X3 + F3 = X3.

Ó ìàòðè÷íîj ôîðìè, ïðåòõîäíè ñèñòåì ñå ìîæå çàïèñàòè êàî:

AX + F = X,

ïðè ÷åìó jå X =

X1

X2

X3

 è F =

F1

F2

F3

 .
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Ïðåòïîñòàâèìî äà jå ïðèâðåäà ïîäèjå§å»à íà òðè ñåêòîðà: ïðî-
èçâîä»ó óã§à (X1), ïðîèçâîä»ó åëåêòðè÷íå åíåðãèjå (X2) è ïðî-
èçâîä»ó ÷åëèêà (X3). Íåêà jå ìàòðèöà òåõíè÷êèõ êîåôèöèjåíàòà
äàòà ñà:

A =

0.0 0.4 0.6
0.6 0.1 0.2
0.4 0.5 0.2

 .

Ìå¢óçàâèñíîñò îâà òðè ñåêòîðà ñå ìîæå âèäjåòè èç ìàòðèöå A. Òàêî
èìàìî äà jå íà ïðèìjåð èç òðå£å êîëîíå ìàòðèöå, output èíäóñòðè-
jå ÷åëèêà ïîäèjå§åí íà ñ§åäå£è íà÷èí: 60% output-à èäå íà ïðîè-
çâîä»ó óã§à, 20% èäå íà ïðîèçâîä»ó åëåêòðè÷íå åíåðãèjå, äîê 20%
îñòàjå ó òðå£åì ñåêòîðó. Èç òðå£å âðñòå ìàòðèöå ìîæåìî âèäjåòè äà
jå çà ïðîèçâîä»ó ÷åëèêà ïîòðåáíî 40% îä output-à èíäóñòðèjå óã§à,
50% îä output-à èíäóñòðèjå åëåêòðè÷íå åíåðãèjå, è 20% îä output-à
èíäóñòðèjå ÷åëèêà. Àêî ñà X1, X2 è X3 îçíà÷èìî output-å îâà òðè
ñåêòîðà, îíäà èìàìî äà jå çà ïðîèçâîä»ó ÷åëèêà ïîòðåáíî 0.4X1,



108 3.4. Ïðèìjåíà ó åêîíîìèjè

0.5X2 è 0.2X3, îäíîñíî X3 = 0.4X1 + 0.5X2 + 0.2X3. Íà ñëè÷àí íà-
÷èí äîáèjàìî äà jåX1 = 0.4X2+0.6X3 èX2 = 0.6X1+0.1X2+0.2X3.
Äàêëå, äîáèjàìî ñ§åäå£è ñèñòåì jåäíà÷èíà:

X1 − 0.4X2 − 0.6X3 = 0

0.6X1 − 0.9X2 + 0.2X3 = 0

0.4X1 + 0.5X2 − 0.8X3 = 0.

Ìàòðèöó îâîãà ñèñòåìà ðåäóêójåìî íà ñ§åäå£è íà÷èí: 1 −0.4 −0.6
0.6 −0.9 0.2
0.4 0.5 −0.8

 ∼

1 0 −31
33

0 1 −28
33

0 0 0

 ≈

1 0 −0.94
0 1 −0.85
0 0 0

 .

Îâî çíà÷è äà jå X1 = 0.94X3, X2 = 0.85X3, X3 = t, t ∈ R. Îäàâäå
çàê§ó÷ójåìî äà jå çà ïîñòèçà»å òðæèøíå ðàâíîòåæå ïîòðåáíî äà
ïðâè ñåêòîð ïðîèçâåäå 94%, è äðóãè 85% îä óêóïíå ïðîèçâîä»å
òðå£åã ñåêòîðà.

Ñàäà £åìî ðàçìîòðèòè òðè ñëó÷àjà êîjà ñå ìîãó äåñèòè ïðèëèêîì
ïëàíèðà»à ïðîèçâîä»å.
Ñëó÷àj 1: Àêî íàì jå ïîçíàò âåêòîð X, îäíîñíî íîâè ïëàí
ïðîèçâîä»å, òðåáà äà îäðåäèìî âåêòîð F . Òî £åìî óðàäèòè ïîìî£ó
ìàòðè÷íå jåäíà÷èíå åêâèëèáðèjóìà:

F = X −AX = (I −A)X = TX.
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Íåêà jå åêîíîìèjà ïîäèjå§åíà íà òðè ñåêòîðà è íåêà jå input-output
òàáåëà äàòà íà ñ§åäå£è íà÷èí:
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Output Xi X1 X2 X3 Fi

200 20 30 50 100
300 50 110 90 50
400 50 150 140 60

Ñàñòàâè£åìî íîâó input-output òàáåëó êîjà îäãîâàðà íîâîì ïëàíó
ïðîèçâîä»å: X1 = 350, X2 = 470, X3 = 550, àêî ñó òåõíîëîøêè
óñëîâè îñòàëè íåïðîìèjå»åíè.Íàjïðèjå ðà÷óíàìî ìàòðèöó òåõíè÷-
êèõ êîåôèöèjåíàòà: 0.100 0.100 0.125

0.250 0.367 0.225
0.250 0.500 0.350

 .

Îäàâäå äîáèjàìî äà jå ìàòðèöà òåõíîëîãèjå: 0.900 −0.100 −0.125
−0.250 0.633 −0.225
−0.250 −0.500 0.650

 .

Ñàäà jå

F =

 0.900 −0.100 −0.125
−0.250 0.633 −0.225
−0.250 −0.500 0.650

350470
550

 =

199.2586.26
35

 .

Íîâà input-output òàáåëà jå:

Output
Xi

X1 X2 X3 Fi

350 35 47 68.75 199.25
470 87.5 172.49 123.75 86.26
550 87.5 235 192.5 35

Ñëó÷àj 2: Àêî íàì jå ïîçíàò âåêòîð F , òðåáàìî îäðåäèòè âåêòîð X.
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Òî £åìî óðàäèòè íà ñ§åäå£è íà÷èí:

F = TX ⇒ X = T−1F.

Ïðèìjåð 86

Íåêà jå input-output òàáåëà äâîñåêòîðñêå åêîíîìèjå äàòà ñà:

Output Xi X1 X2 Ïîòðàæ»à Fi

2000 500 1000 500
3000 1000 1000 1000

Îäðåäè£åìî íîâó input-output òàáåëó àêî ñå ôèíàëíà ïîòðàæ»à
ïðâîã ñåêòîðà ñìà»è çà 5%, à äðóãîã ïîâå£à çà 5%. Äàêëå, íîâè

âåêòîð ôèíàëíå ïîòðàæ»å jå F =

[
475
1050

]
. Ìàòðèöà òåõíè÷êèõ êî-

åôèöèjåíàòà è ìàòðèöà òåõíîëîãèjå ñó ðåäîì:

A =

[
0.25 0.33
0.50 0.33

]
, T =

[
0.75 −0.33
−0.50 0.67

]
.

Èíâåðçíà ìàòðèöà ìàòðèöå òåõíîëîãèjå jå:

T−1 =

[
2.00 1.00
1.50 2.25

]
.

Àêî îâó ìàòðèöó ïîìíîæèìî ñà âåêòîðîì F , äîáèjàìî:[
2.00 1.00
1.50 2.25

] [
475
1050

]
=

[
2000
3075

]
.

Äàêëå, íîâà input-output òàáåëà jå:
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Output Xi X1 X2 Ïîòðàæ»à Fi

2000 500 1025 475
3075 1000 1025 1050

Ñëó÷àj 3: Îâäjå ñó íàì ïîçíàòè íåêè åëåìåíòè âåêòîðà X, è íåêè
åëåìåíòè âåêòîðà F .

Ïðèìjåð 87

Íåêà jå ìàòðèöà òåõíîëîãèjå äàòà ñà:[
7
10 −1

5
−16

25
7
10

]
,

óêóïíè output ïðâîã ñåêòîðà X1 = 50 è ôèíàëíà ïîòðàæ»à äðóãîã
ñåêòîðà F2 = 17.
Ó îâîì ñëó÷àjó jå ìàòðèöà òåõíè÷êèõ êîåôèöèjåíàòà äàòà ñà:

A = I − T =

[
3
10

1
5

16
25

3
10

]
Çàòèì, èç jåäíà÷èíå TX = F äîáèjàìî ñèñòåì:{

7
10 · 50− 1

5X2 = F1

−16
25 · 50 + 7

10X2 = 17

Ðjåøå»å ñèñòåìà jå: F1 = 21 è X2 = 70. Äîáèjàìî äà jå input-output
òàáåëà äàòà ñà:

Output Xi X1 X2 Ïîòðàæ»à Fi

50 15 14 21
70 32 21 17
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3.4.4 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Íàïèñàòè input-output òàáåëó àêî jå:

T−1 =

[
1.5 0.5
1 2

]
, X =

[
1
2

]
.

2. Àêî jå èíâåðçíà ìàòðèöà òåõíîëîãèjå

T−1 =
5

6

[
3 3
2 4

]
,

ìå¢óñåêòîðñêà ïðîèçâîä»à X12 = 50 è ôèíàëíà ïîòðàæ»à
F1 = 10. Ñàñòàâèòè ïðèïàäíó input-output òàáåëó.

3. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå åêîíîìèjà jåäíå çåì§å ïîäèjå§åíà íà 3
ñåêòîðà è äà jå îäãîâàðàjó£à input-output òàáåëà îáëèêà

Output
Xi

X1 X2 X3 Ïîòðàæ»à
Fi

150 30 27 24 69
180 45 36 48 51
160 15 18 16 111

Ñàñòàâèòè íîâó input-output òàáåëó àêî ñå ïëàíèðà äà £å ñå
óêóïíà ïðîèçâîä»à ó ïðâîì è òðå£åì ñåêòîðó ïîâå£àòè çà 20%, à
ó äðóãîì ñåêòîðó ñìà»èòè çà 10% è àêî ñå ïðè òîì òåõíîëîøêè
óñëîâè ïðîèçâîä»å íå ìèjå»àjó.

4. Íåêà jå input-output òàáåëà jåäíå äâîñåêòîðñêå åêîíîìèjå

Output
Xi

X1 X2 Ïîòðàæ»à
Fi

* 600 1200 600
* 1200 1200 1200
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Ïðâî ïîïóíèòè òàáåëó, à çàòèì îäðåäèòè íîâè âåêòîð óêóïíèõ
output ïîäàòàêà àêî ñå ôèíàëíà ïîòðàæ»à ïðâîã ñåêòîðà ïîâå£à
çà 10%, à äðóãîã ñåêòîðà ñìà»è çà 10%. Òàêî¢å, ñàñòàâèòè íîâó
input-output òàáåëó, óç ïðåòïîñòàâêó äà ñå òåõíîëîøêè óñëîâè íå
ìèjå»àjó.

5. Input-output òàáåëà jåäíå åêîíîìèjå ñà òðè ñåêòîðà jå

Output
Xi

X1 X2 X3 Ïîòðàæ»à
Fi

150 30 27 24 69
180 45 36 48 51
160 15 18 16 111

Àêî ñå ïëàíèðàjó íîâå ïðîèçâîä»å ó ïðâîì è òðå£åì ñåêòîðó:
X1 = 110 è X3 = 280, à ôèíàëíà ïîòðàæ»à äðóãîã ñåêòîðà F2 äà
ñå íå ìèjå»à êàî íè òåõíîëîøêè óñëîâè ïðîèçâîä»å, ñàñòàâèòè
íîâó input-output òàáåëó.
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4
ÄÈÔÅÐÅÍÖÈJÀËÍÈ ÐÀ×ÓÍ

4.1 Ôóíêöèjå jåäíå ïðîìjåí§èâå

Íåêà ñó A è B íåïðàçíè ïîäñêóïîâè ñêóïà ðåàëíèõ áðîjåâà R.

Äåôèíèöèjà 4.1

Ôóíêöèjà f : A → B jå ïðàâèëî êîjèì ñå ñâàêîì åëåìåíòó x ∈ A
ïðèäðóæójå òà÷íî jåäàí åëåìåíò y ∈ B. Òî îçíà÷àâàìî ñà y = f(x).
Ñêóï A íàçèâàìî äîìåí ôóíêöèjå. Ñêóï ñâèõ âðèjåäíîñòè f(x) ∈ B
íàçèâàìî ðàíã ôóíêöèjå. Äàêëå, ðàíã jå {f(x)|x ∈ A}. Ïðîìjåí§è-
âà x ñå íàçèâà íåçàâèñíà ïðîìjåí§èâà, à y çàâèñíà ïðîìjåí§èâà.

Ãðàôèê ôóíêöèjå jå ñêóï G(f) = {(x, y)|x ∈ A, y = f(x)}.
Ôóíêöèjà òðîøêîâà. Óêóïíè òðîøêîâè ñå ñàñòîjå îä äâà äèjåëà:

� ôèêñíè òðîøêîâè (FT)-êîjè íå çàâèñå îä ïðîöåñà ïðîèçâîä»å;

� âàðèjàáèëíè òðîøêîâè (VT)-êîjè ñå ìèjå»àjó ñà ïàäîì èëè
ðàñòîì ïðîèçâîä»å.
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Ôóíêöèjó óêóïíèõ òðîøêîâà £åìî îçíà÷àâàòè ñà T (q), ïðè ÷åìó q
ïðåäñòàâ§à ïîòðàæ»ó èëè ïîíóäó.

T (q) = FT + V T (q).

Ïðèìjåð 88

Íåêà jå òðîøàê ïðîèçâîä»å ó ÊÌ, q jåäèíèöà íåêîã ïðîèçâîäà äàò
ñà ôóíêöèjîì T (q) = q3 − 30q2 + 500q + 200.
Òðîøàê ïðîèçâîä»å 10 jåäèíèöà îâîã ïðîèçâîäà ðà÷óíàìî êàî:

T (10) = 103 − 30(10)2 + 500(10) + 200 = 3200.

Òðîøàê ïðîèçâîä»å äåñåòå jåäèíèöå îâîã ïðîèçâîäà äîáèjàìî êàî:

T (10)− T (9) = 3200− 2999 = 201.

Ïðèõîä. Ôóíêöèjó ïðèõîäà îçíà÷àâàìî ñà P , è îíà jå jåäíàêà
ïðîèçâîäó êîëè÷èíå ïðîèçâîä»å èëè ïîòðàæ»å (q) è öèjåíå ïðîèçâîäà.

P (q) = q · p(q).

Äîáèò. Ôóíêöèjà äîáèòè, ó îçíàöè D, jåäíàêà jå ðàçëèöè ôóíêöèjà
ïðèõîäà è òðîøêîâà.

D(q) = P (q)− T (q).

Ïðèìjåð 89

Èñòðàæèâà»å òðæèøòà jå ïîêàçàëî äà £å êîðèñíèöè êóïèòè x õè-
§àäà àïàðàòà çà êàôó, àêî jå öèjåíà àïàðàòà ó ÊÌ jåäíàêà

p(x) = −0.27x+ 51.
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Òðîøàê ïðîèçâîä»å x õè§àäà àïàðàòà jå

T (x) = 2.23x2 + 3.5x+ 85

õè§àäà ÊÌ.
Ó îâîì ñëó÷àjó ôóíêöèjà ïðèõîäà jå

P (x) = xp(x) = −0.27x2 + 51x,

à ôóíêöèjà äîáèòè jå

D(x) = P (x)− T (x) = −2.5x2 + 47.5x− 85.

�åí ãðàôèê èçãëåäà îâàêî:

Ïðîèçâîä»à jå ïðîôèòàáèëíà êàäà jå D(x) > 0, îäíîñíî êàäà jå

−2.5x2+47.5x− 85 = −2.5(x2−19x+34) = −2.5(x− 2)(x−17) > 0.

Êàäà ðèjåøèìî íåjåäíà÷èíó, äîáèjàìî äà jå ïðîôèò îñòâàðåí çà 2 <
x < 17. Íà ãðàôèêó âèäèìî äà jå çà îâå âðèjåäíîñòè ïðîìjåí§èâå
x, ãðàôèê ôóíêöèjå äîáèòè èçíàä îñå x.

Äåôèíèöèjà 4.2
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Ðàöèîíàëíà ôóíêöèjà jå ôóíêöèjà îáëèêà f(x) = p(x)
q(x) , ïðè ÷åìó ñó

p(x) è q(x) ïîëèíîìè, è q(x) ̸= 0.

Äîìåí ðàöèîíàëíå ôóíêöèjå jå ñêóï ñâèõ âðèjåäíîñòè íåçàâèñíå
ïðîìjåí§èâå çà êîjå jå èìåíèëàö ôóíêöèjå ðàçëè÷èò îä íóëå.

Ïðèìjåð 90

Äîìåí ôóíêöèjå

f(x) =
x2 + 7x− 11

x2 − 4
,

íàëàçèìî íà ñ§åäå£è íà÷èí.
Íà¢èìî íóëå ïîëèíîìà ó èìåíèîöó:

x2 − 4 = (x− 2)(x+ 2) = 0.

Çíà÷è, íóëå ñó x1 = 2 è x2 = −2.
Çàê§ó÷ójåìî äà jå äîìåí ôóíêöèjå ñêóï:

D = (−∞,−2) ∪ (−2, 2) ∪ (2,∞).

Ïðèìjåð 91

Äîìåí ôóíêöèjå f(x) =
√
x2 − 4 íàëàçèìî òàêî øòî ðjåøàâàìî

íåjåäíà÷èíó:
x2 − 4 ≥ 0.

Äàêëå, äîìåí jå D = (−∞,−2] ∪ [2,∞).
Ó ñëó÷àjó ôóíêöèjå ñà íåïàðíèì êîðèjåíîì, êàî øòî jå íïð. 3

√
x2 − 4,

äîìåí jå ñêóï R.

Ïðîñjå÷íè òðîøàê. Ôóíêöèjó ïðîñjå÷íîã òðîøêà £åìî îçíà÷àâàòè
ñà T̄ . Ïðîñjå÷íè òðîøàê äîáèjåìî êàäà óêóïíè òðîøàê ïîäèjåëèìî ñà



Ãëàâà 4. ÄÈÔÅÐÅÍÖÈJÀËÍÈ ÐÀ×ÓÍ 119

áðîjåì ïðîèçâåäåíèõ àðòèêàëà.

T̄ (q) =
T (q)

q
.

Ïðèìjåð 92

Àêî jå ôóíêöèjà òðîøêîâà íåêîã ïðåäóçå£à T (q) = 2q + 3, îíäà
ãðàôèê ôóíêöèjå ïðîñjå÷íèõ òðîøêîâà, T̄ (q) = 2+ 3

q èçãëåäà îâàêî:

Äåôèíèöèjà 4.3

Íåêà ñó äàòå ôóíêöèjå f : A → B è g : B → C. Êîìïîçèöèjà
ôóíêöèjà f è g, ó îçíàöè g◦f , jå ôóíêöèjà g◦f : A → C äåôèíèñàíà
ñà

(g ◦ f)(x) = g(f(x)), x ∈ A.

Ïðèìjåð 93

Çà ôóíêöèjå f(x) = x2 + 3x+ 1 è g(x) = x+ 1, êîìïîçèöèjà

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = (x+ 1)2 + 3(x+ 1) + 1 = x2 + 5x+ 5.
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Òàêî¢å,

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = (x2 + 3x+ 1) + 1 = x2 + 3x+ 2.

Êîìïîçèöèjà ôóíêöèjà íèjå êîìóòàòèâíà ó îïøòåì ñëó÷àjó.

Ïðèìjåð 94

Àêî jå f(x) = x2 − 3x, îíäà jå

f(x+ h)− f(x)

h
= 2x+ h− 3.

4.1.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Äà ëè jå y ôóíêöèjà îä x ó ñ§åäå£èì ïðèìjåðèìà:

(à) y-îöjåíà äîáèjåíà íà èñïèòó, x-áðîj ñàòè ïðîâåäåíèõ ó ó÷å»ó;

(á) y-âjåðîâàòíî£à äîáèjà»à ðàêà ïëó£à, x-áðîj öèãàðåòà
êîíçóìèðàíèõ ó jåäíîì äàíó;

(â) y-òåæèíà îñîáå, x-êîëèêî ìèíóòà îñîáà âjåæáà ó jåäíîì
äàíó?

2. Íà£è íóëå è äîìåí ôóíêöèja:
(a) y = 2x−1

x2−16
; (á) y = x3 − 3x2 + 3x− 1; (â) y = x2 − 4x+ 3.

3. Äàòå ñó ôóíêöèjå ïîòðàæ»å q(p) = −p+ 20 è ïðîñjå÷íèõ
òðîøêîâà T̄ (q) = q − 8 + 80

q . Îäðåäèòè:

(à) ôóíêöèjó äîáèòè è »åí ãðàôèê;

(á) ïîòðàæ»ó çà êîjó jå äîáèò jåäíàêà íóëè;

(â) èíòåðâàë ðåíòàáèëíå ïðîèçâîä»å;

(ã) ìàêñèìàëíó ìîãó£ó äîáèò è ïîòðàæ»ó íà êîjîj ñå îñòâàðójå.

4. Àêî jå f(x) = 5
x−2 + 4(x− 2)3, íà£è ôóíêöèjå g(u) è h(x) òàêâå äà

jå f(x) = g(h(x)).



Ãëàâà 4. ÄÈÔÅÐÅÍÖÈJÀËÍÈ ÐÀ×ÓÍ 121

4.2 Ãðàíè÷íà âðèjåäíîñò (ëèìåñ) ôóíêöèjå

Äà áèñìî îájàñíèëè ïîjàì ëèìåñà, ïîñìàòðàjìî ïðèìjåð jåäíîã
ìåíà¶åðà êîjè jå îäðåäèî äà êàä »åãîâà ôàáðèêà êîðèñòè x%
ïðîèçâîäíîã êàïàöèòåòà, óêóïíè òðîøàê ôàáðèêå ó õè§àäàìà
êîíâåðòèáèëíèõ ìàðàêà jå

T (x) =
8x2 − 636x− 320

x2 − 68x− 960
.

Ôàáðèêà ïîäåøàâà îäðæàâà»å ïîãîíà òàêî äà ñå îòïðèëèêå îêî 80%
»åíîã êàïàöèòåòà óâèjåê êîðèñòè. Ó òîì èäåàëíîì ñòà»ó ñà 80%
èñêîðèøòåíîã êàïàöèòåòà, çà î÷åêèâàòè jå äà ñå î÷åêèâàíè òðîøêîâè
äîáèjó êàäà èçðà÷óíàìî T (80). Ìå¢óòèì, ó òîì ñëó÷àjó äîáèjåìî
íåîäðå¢åíè îáëèê 0

0 . Îíî øòî ìîæåìî óðàäèòè jå äà èçðà÷óíàìî T (x)
çà âðèjåäíîñòè ïðîìjåí§èâå x êîjå ñó ìàëî âå£å è ìàëî ìà»å îä 80,
êàî ó òàáåëè èñïîä.

x 79.8 79.99 79.999 80 80.0001 80.001 80.04

T (x) 6.99782 6.99989 6.99999 0/0 7.000001 7.00001 7.00043

Îäàâäå âèäèìî äà ñå âðèjåäíîñòè ôóíêöèjå òðîøêà ïðèáëèæàâàjó
áðîjó 7 êàäà ñå âðèjåäíîñòè ïðîìjåí§èâå x ïðèáëèæàâàjó áðîjó 80 ñà
îájå ñòðàíå. Òàêî äà ñå ìîæå î÷åêèâàòè òðîøàê îä 700000 KM êàäà jå
80% ïðîèçâîäíîã êàïàöèòåòà èñêîðèøòåíî.
Ó îâîì ñëó÷àjó êàæåìî äà T (x) òåæè áðîjó 7, êàäà x òåæè áðîjó 80, è
ïèøåìî:

lim
x→80

T (x) = 7.

Íåôîðìàëíî, àêî ñå âðèjåäíîñòè f(x) ñâå âèøå ïðèáëèæàâàjó íåêîì
áðîjó L êàäà ñå âðèjåäíîñòè x ïðèáëèæàâàjó áðîjó c ñà îájå »åãîâå
ñòðàíå, ó òîì ñëó÷àjó êàæåìî äà jå L ëèìåñ ôóíêöèjå f(x) ó òà÷êè
x = c, øòî îçíà÷àâàìî ñà:

lim
x→c

f(x) = L.
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Ãðàôèê ôóíêöèjå f(x) =
√
x−1
x−1 jå:

Îâäjå ìîæåìî âèäjåòè äà àêî ñå ïðèáëèæàâàìî áðîjó 1 íà x îñè ñà
ëèjåâå è ñà äåñíå ñòðàíå, âðèjåäíîñò ôóíêöèjå ñå ïðèáëèæàâà áðîjó
0.5. Çíà÷è,

lim
x→1

√
x− 1

x− 1
= 0.5.

Èñòî ñìî ìîãëè çàê§ó÷èòè óâðøòàâà»åì áðîjåâà ìàëî ìà»èõ è
ìàëî âå£èõ îä 1 óìjåñòî ïðîìjåí§èâå x ó jåäíà÷èíó ôóíêöèjå.

Íà ãîð»îj ñëèöè ìîæåìî äà âèäèìî äâà ïðèìjåðà ôóíêöèjà êîjå
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íåìàjó ëèìåñ êàäà x òåæè áðîjó 2. Íà ñëèöè (a) âèäèìî äà àêî ñå
ïðèáëèæàâàìî áðîjó 2 ñà äåñíå ñòðàíå, âðèjåäíîñò ôóíêöèjå ñå
ïðèáëèæàâà áðîjó 5. Àêî ñå ïðèáëèæàâàìî áðîjó 2 ñà ëèjåâå ñòðàíå,
âðèjåäíîñò ôóíêöèjå ñå ïðèáëèæàâà áðîjó 3. Íà ñëèöè (b) âèäèìî äà
àêî ñå ïðèáëèæàâàìî áðîjó 2 ñà îájå ñòðàíå, âðèjåäíîñò ôóíêöèjå
íåîãðàíè÷åíî ðàñòå.
Àêî ïóñòèìî äà âðèjåäíîñòè ïðîìjåí§èâå x íåîãðàíè÷åíî ðàñòó,
îäíîñíî àêî x òåæè ó +∞, è àêî ñå ïðè òîìå âðèjåäíîñòè ôóíêöèjå
f(x) ïðèáëèæàâàjó áðîjó L, êàæåìî äà jå ëèìåñ ôóíêöèjå áðîj L êàäà
x → +∞, è ïèøåìî

lim
x→+∞

f(x) = L.

Ñëè÷íî äåôèíèøåìî è ëèìåñ ôóíêöèjå êàäà x → −∞ è îçíà÷àâàìî ñà

lim
x→−∞

f(x) = L.

Íà ñ§åäå£îj ñëèöè âèäèìî ïðèìjåð ôóíêöèjå ÷èjè jå ëèìåñ jåäíàê 0
êàäà x → ±∞.

Ìîæå ñå äåñèòè è äà jå

lim
x→a

f(x) = +∞; lim
x→a

= −∞.

Êîä ôóíêöèjå íà ïðåòõîäíîj ñëèöè âèäèìî äà âðèjåäíîñòè ôóíêöèjå
íåîãðàíè÷åíî ðàñòó êàäà ñå x ïðèáëèæàâà áðîjó 1 ñëèjåâà, òå äà
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íåîãðàíè÷åíî îïàäàjó êàäà ñå x ïðèáëèæàâà áðîjó 1 çäåñíà. Òî ïèøåìî
êàî

lim
x→1−

f(x) = +∞; lim
x→1+

f(x) = −∞.

Aêî ñå x ïðèáëèæàâà íåêîì áðîjó a ñëèjåâà, îíäà ãîâîðèìî î ëèjåâîì
ëèìåñó ôóíêöèjå f(x), è îçíà÷àâàìî ãà ñà limx→a− f(x). Íà èñòè
íà÷èí, àêî ñå x ïðèáëèæàâà áðîjó a çäåñíà, ðàäè ñå î äåñíîì ëèìåñó
ôóíêöèjå f(x) êîjåã îçíà÷àâàìî ñà limx→a+ f(x).
Íàïîìè»åìî äà ëèìåñ ôóíêöèjå f(x) ó òà÷êè x = a ïîñòîjè
(limx→a f(x) = L) àêî jå limx→a− f(x) = limx→a+ f(x) = L.
Êàäà âðèjåäíîñòè ôóíêöèjå íåîãðàíè÷åíî ðàñòó (îïàäàjó) êàäà
âðèjåäíîñòè ïðîìjåí§èâå x íåîãðàíè÷åíî ðàñòó èëè íåîãðàíè÷åíî
îïàäàjó, êàæåìî äà ôóíêöèjà èìà ãðàíè÷íó âðèjåäíîñò +∞ (−∞) êàäà
x → +∞ èëè x → −∞, øòî ïèøåìî êàî

lim
x→+∞

f(x) = +∞; lim
x→−∞

f(x) = +∞;

lim
x→+∞

f(x) = −∞; lim
x→−∞

f(x) = −∞.

Íà ñ§åäå£îj ñëèöè âèäèìî ôóíêöèjó ÷èjå âðèjåäíîñòè íåîãðàíè÷åíî
ðàñòó (îïàäàjó) êàäà x → +∞ (x → −∞).

Îñîáèíå ëèìåñà. Àêî limx→c f(x) è limx→c g(x) ïîñòîjå è êîíà÷íè ñó,
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îíäà âðèjåäè ñ§åäå£å:

lim
x→c

[f(x)± g(x)] = lim
x→c

f(x)± lim
x→c

g(x);

lim
x→c

kf(x) = k lim
x→c

f(x), lim
x→c

k = k k = const.;

lim
x→c

[f(x)g(x)] = [lim
x→c

f(x)][lim
x→c

g(x)];

lim
x→c

f(x)

g(x)
=

limx→c f(x)

limx→c g(x)
; g(x) ̸= 0; lim

x→c
g(x) ̸= 0;

lim
x→c

[f(x)]p = [lim
x→c

f(x)]p; p je ðåàëàí áðîj çà êîjè jå äåôèíèñàí

[lim
x→c

f(x)]p.

Íàïîìè»åìî äà îñîáèíå ëèìåñà âðèjåäå çà c ∈ R ∪ {±∞}.

Òåîðåìà 4.1

Íåêà ñó Pn(x) è Qm(x) ïîëèíîìè è a ∈ R. Âðèjåäè:

1. limx→a Pn(x) = Pn(a).

2. limx→a
Pn(x)
Qm(x) =

Pn(a)
Qm(a) , Qm(a) ̸= 0.

Äîêàç. (1) Íåêà jå Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0. Íà îñíîâó
îñîáèíà ëèìåñà, èìàìî äà jå

lim
x→a

Pnx = an lim
x→a

xn + an−1 lim
x→a

xn−1 + . . .+ a1 lim
x→a

x+ a0

= an( lim
x→a

x)n + an−1( lim
x→a

x)n−1 + . . .+ a1 lim
x→a

x+ a0

= ana
n + an−1a

n−1 + . . .+ a1ax+ a0 = Pn(a). □

Ó ñëó÷àjó Qm(a) = 0 ïîòðåáíî jå ôàêòîðèñàòè ïîëèíîìå ó áðîjèîöó è
èìåíèîöó, à çàòèì ñêðàòèòè ðàçëîìàê.
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lim
x→−1

(2x2 − 5x+ 10) = 2( lim
x→−1

x)2 − 5( lim
x→−1

x) + lim
x→−1

10

= 2(−1)2 − 5(−1) + 10 = 2 + 5 + 10 = 17.
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lim
x→3

x2 − 9

x− 3
= lim

x→3

(x− 3)(x+ 3)

x− 3
= lim

x→3
(x+ 3) = 6.
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lim
x→∞

2x2 + 3x+ 1

3x2 − 5x+ 2
= lim

x→∞

2 + 3
x + 1

x2

3− 5
x + 2

x2

=
2 + 0 + 0

3− 0 + 0
=

2

3
.
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lim
x→1

√
x− 1

x− 1
= lim

x→1

(
√
x− 1)(

√
x+ 1)

(x− 1)(
√
x+ 1)

= lim
x→1

x− 1

(x− 1)(
√
x+ 1)

= lim
x→1

1√
x+ 1

=
1

2
.

Áåç äîêàçèâà»à òà÷íîñòè, íàâîäèìî âàæíå ëèìåñå:

lim
x→±∞

(
1 +

1

x

)x

= e;

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e.
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Ïîìî£ó ëèìåñà £åìî äåôèíèñàòè âàæàí ïîjàì íåïðåêèäíå ôóíêöèjå.

Äåôèíèöèjà 4.4

Íåêà jå ôóíêöèjà f äåôèíèñàíà ó òà÷êè x = a è ó íåêîj îêîëèíè òå
òà÷êå. Ôóíêöèjà f jå íåïðåêèäíà ó òà÷êè x = a àêî ïîñòîjè ëèìåñ
ôóíêöèjå ó òà÷êè x = a è àêî jå îí jåäíàê âðèjåäíîñòè ôóíêöèjå ó
òîj òà÷êè, îäíîñíî limx→a f(x) = f(a).

Ïîìî£ó îâå äåôèíèöèjå äåôèíèøåìî íåïðåêèäíó ôóíêöèjó êàî
ôóíêöèjó êîjà jå íåïðåêèäíà ó ñâàêîj òà÷êè èç ñâîjå îáëàñòè
äåôèíèñàíîñòè. Èíòóèòèâíî, ôóíêöèjà jå íåïðåêèäíà àêî »åí ãðàôèê
íåìà ïðåêèäà, òj. ìîæåìî ãà íàöðòàòè áåç ïîäèçà»à îëîâêå ñà ïàïèðà.
Äàêëå, çà íåïðåêèäíó ôóíêöèjó f âðèjåäè

lim
x→a

f(x) = f( lim
x→a

x) = f(a),

îäíîñíî, lim è f êîìóòèðàjó.
Ïîíîâèìî äà jå àñèìïòîòà ïðàâà êîjîj ñå ôóíêöèjà ïðèáëèæàâà ó
áåñêîíà÷íî äàëåêîj òà÷êè, òå äà ïîñòîjå òðè âðñòå àñèìïòîòà:
âåðòèêàëíà, õîðèçîíòàëíà è êîñà.

Äåôèíèöèjà 4.5

� Ïðàâó x = a íàçèâàìî âåðòèêàëíà àñèìïòîòà ãðàôèêà ôóíê-
öèjå f : R \ {a} → R, àêî jå

lim
x→a−

f(x) = +∞ (−∞)

èëè
lim

x→a+
f(x) = +∞ (−∞).

� Ïðàâó y = kx+ n (y = n) íàçèâàìî:
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� äåñíà êîñà (õîðèçîíòàëíà) àñèìïòîòà ãðàôèêà ôóíêöèjå
f : R → R, àêî jå

lim
x→+∞

(f(x)− kx− n) = 0 ( lim
x→+∞

(f(x)− n) = 0.

� ëèjåâà êîñà (õîðèçîíòàëíà) àñèìïòîòà ãðàôèêà ôóíêöèjå
f : R → R, àêî jå

lim
x→−∞

(f(x)− kx− n) = 0 ( lim
x→−∞

(f(x)− n) = 0.

� îáîñòðàíà êîñà (õîðèçîíòàëíà) àñèìïòîòà ãðàôèêà ôóíê-
öèjå f : R → R, àêî jå èñòîâðåìåíî äåñíà è ëèjåâà êîñà
(õîðèçîíòàëíà) àñèìïòîòà.

Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà jå ïðàâà y = kx+ n äåñíà (ëèjåâà) àñèìïòîòà
ôóíêöèjå f : R → R, àêî è ñàìî àêî jå

lim
x→+∞

f(x)

x
= k ( lim

x→−∞

f(x)

x
= k

è
lim

x→+∞
(f(x)− kx) = n lim

x→−∞
(f(x)− kx) = n.

Àêî jå ïðè òîìå k = 0, îíäà ïðàâó y = n íàçèâàìî äåñíà (ëèjåâà)
õîðèçîíòàëíà àñèìïòîòà.
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Âåðòèêàëíà àñèìïòîòà ãðàôèêà ôóíêöèjå f(x) = 2x
x−1 je ïðàâà x =

1, jåð jå

lim
x→1−

2x

x− 1
= −∞, lim

x→1+

2x

x− 1
= +∞.

Ïîøòî jå

k = lim
x→±∞

2x

x2 − x
= 0, n = lim

x→±∞

2x

x− 1
= 2,
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ïðàâà y = 2 jå õîðèçîíòàëíà àñèìïòîòà ôóíêöèjå.
Ãðàôèê ôóíêöèjå è »åíèõ àñèìïòîòà jå äàò íà ñ§åäå£îj ñëèöè:

4.2.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Íà£è ëèìåñå:

(a) lim
x→2

x3 − 8

x− 2
; (á) lim

x→2

1

x− 2
; (â) lim

x→3

x2 − x− 6

x− 3
; (ã) lim

x→2

1
x − 1

2

x− 2
.

2. Íà£è ëèìåñå:

(à) lim
x→∞

−x3 + 2x+ 1

x− 3
; (á) lim

x→4

√
x− 2

x− 4
; (â) lim

x→∞
(
√
x2 + x− x).

3. Äàòà jå ôóíêöèjà óêóïíèõ òðîøêîâà íåêîã ïðåäóçå£à:

T (q) = 10
√

q2 − 50q + 2q.

Çà êîjó êîëè÷èíó ïðîèçâîä»å jå ôóíêöèjà T (q) äåôèíèñàíà?
Íà£è ôóíêöèjó ïðîñjå÷íèõ òðîøêîâà, à çàòèì èíòåðïðåòèðàòè

lim
q→∞

T̄ (q).



130 4.3. Èçâîäè

4.3 Èçâîäè

Ó åêîíîìèjè jå âàæíî çíàòè êîjîì ñå áðçèíîì ìèjå»à íåêà åêîíîìñêà
âåëè÷èíà ó îäíîñó íà ïðîìjåíó íåêå äðóãå âåëè÷èíå. Èç òîã ðàçëîãà
ïîñìàòðàìî ïðîìjåíó çàâèñíå ïðîìjåí§èâå y ó îäíîñó íà ïðîìjåíó
íåçàâèñíå ïðîìjåí§èâå x, ó ôóíêöèjè

y = f(x).

Æåëèìî äà çíàìî äà ëè ñå y ìèjå»à áðæå èëè ñïîðèjå îä ïðîìjåí§èâå
x. Ïðîìjåíó âåëè÷èíå x £åìî îçíà÷àâàòè ñà ∆x = x1 − x0, è çâà£åìî jå
ïðèðàøòàj íåçàâèñíå ïðîìjåí§èâå x. Çíà÷è äà íîâó âðèjåäíîñò, x1
ìîæåìî íàïèñàòè êàî x1 = x0 +∆x. Èñòîâðåìåíî ñå ìèjå»à è y, è òó
ïðîìjåíó £åìî îçíà÷èòè ñà ∆y:

∆y = f(x0 +∆x)− f(x0).

Âåëè÷èíó ∆y íàçèâàìî ïðèðàøòàj ôóíêöèjå. Êîëè÷íèê ∆y
∆x ìjåðè

ïðîñjå÷íó ñòîïó ïðîìjåíå ïðîìjåí§èâå y ó îäíîñó íà ïðîìjåíó

ïðîìjåí§èâå x. Àêî jå
∣∣∣∆y
∆x

∣∣∣ > 1, îíäà ñå y ìèjå»à áðæå îä

ïðîìjåí§èâå x, è îáðíóòî àêî jå
∣∣∣∆y
∆x

∣∣∣ < 1, îíäà ñå y ìèjå»à ñïîðèjå îä

x. Íà ïðèìjåð, ñòîïà èíôëàöèjå jå ñòîïà ïðîìjåíå îïøòåã íèâîà
öèjåíà, è jåäíàêà jå êîëè÷íèêó:

íèâî öèjåíà ó ãîäèíè t− íèâî öèjåíà ó ãîäèíè t-1

íèâî öèjåíà ó ãîäèíè t-1
.

×åñòî jå ó ïðàêñè âàæíî ïîñìàòðàòè ñòîïó ïðîìjåíå ïðîìjåí§èâå y
êàäà jå ïðîìjåíà ∆x âðëî ìàëà, jåð ó òîì ñëó÷àjó ñå ìîæå äîáèòè
ïðèáëèæíà âðèjåäíîñò ñòîïå ïðîìjåíå ∆y

∆x , èçîñòàâ§à»åì ñâèõ èçðàçà
ó êîëè÷íèêó êîjè ïîñòàjó çàíåìàð§èâî ìàëè ïîä äjåëîâà»åì âåëè÷èíå
∆x. Òàêàâ èíôèíèòåçèìàëíî ìàëè ïðèðàøòàj çàâèñíå ïðîìjåí§èâå
íàçèâàìî äèôåðåíöèjàë, è îçíà÷àâàìî ñà dy. Äàêëå,

dy = y(x+ dx)− y(x),

ïðè ÷åìó jå dx îçíàêà çà èíôèíèòåçèìàëíî ìàëó ïðîìjåíó íåçàâèñíå
ïðîìjåí§èâå x.
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Íåêà jå äàòà ôóíêöèjà f(x) = 5x2 + 4. Çà íåêó âðèjåäíîñò íåçàâè-
ñíå ïðîìjåí§èâå x0, âðèjåäíîñò ôóíêöèjå jå f(x0) = 5x20+4, à »åíà
âðèjåäíîñò çà x = x1 = x0 + ∆x jå f(x0 + ∆x) = 5(x0 + ∆x)2 + 4.
Äàêëå, ñòîïà ïðîìjåíå ïðîìjåí§èâå y ó îäíîñó íà ïðîìjåíó ïðî-
ìjåí§èâå x jå:

∆y

∆x
=

5(x0 +∆x)2 + 4− (5x20 + 4)

∆x
= 10x0 + 5∆x.

Àêî jå x0 = 1 è ∆x = 2, îíäà £å ïðîñjå÷íà ñòîïà ïðîìjåíå ïðîìjåí-
§èâå y áèòè 10 · 1 + 5 · 2 = 20.
Àêî jå ∆x äîâî§íî ìàëà, èìàìî äà jå

∆y

∆x
= 10x0 + 5∆x ≈ 10x0.

Äàêëå,

lim
∆x→0

∆y

∆x
= 10x0.

Îâó ãðàíè÷íó âðèjåäíîñò íàçèâàìî èçâîä èëè äåðèâàöèjà ôóíêöèjå
y = f(x) ó òà÷êè x = x0, è îçíà÷àâàìî ñà f ′(x0).

Äåôèíèöèjà 4.6

Íåêà jå y = f(x) ôóíêöèjà äåôèíèñàíà ó òà÷êè x = x0 è íåêîj
»åíîj îêîëèíè. Àêî ïîñòîjè ãðàíè÷íà âðèjåäíîñò

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
, (4.1)

îíäà êàæåìî äà ôóíêöèjà èìà èçâîä ó òà÷êè x0.
Èçâîä ôóíêöèjå f ó òà÷êè x0 îçíà÷àâàìî ñà f ′(x0).
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Ó îïøòåì ñëó÷àjó ïèøåìî

y′ = f ′(x) = lim
∆x→0

∆y

∆x
=

dy

dx
.

Óêîëèêî jå ëèìåñ (4.1) êîíà÷àí, êàæåìî äà jå ôóíêöèjà f äèôåðåí-
öèjàáèëíà ó òà÷êè x = x0.

Ïðèìjåð 102

Àêî jå íåêè ïðîèçâî¢à÷ îäðåäèî äà ñå äîáèò çà ïðîèçâîä»ó x õè-
§àäà àðòèêàëà äîáèjå ïî ôîðìóëè:

D(x) = −400x2 + 6800x− 12000

KM, îíäà ñòîïó ïðîìjåíå ôóíêöèjå ïðèõîäà ó îäíîñó íà ïðîìjåíó
ïðîìjåí§èâå x, êàäà jå ïðîèçâåäåíî 9000 àðòèêàëà, ðà÷óíàìî íà
ñ§åäå£è íà÷èí:

D′(x) = lim
∆x→0

D(x+∆x)−D(x)

∆x

= lim
∆x→0

−400(x+∆x)2 + 6800(x+∆x) + 400x2 − 6800x

∆x

= lim
∆x→0

−400(∆x)2 − 800∆x · x+ 6800∆x

∆x

= lim
∆x→0

(−400∆x− 800x+ 6800) = −800x+ 6800.

Äàêëå, ó ñëó÷àjó ïðîèçâîä»å x = 9 (9000) àðòèêàëà, ñòîïà ïðîìjåíå
äîáèòè jå

D′(9) = −800 · 9 + 6800 = −400 KM

çà ñâàêèõ 1000 ïðîèçâåäåíèõ àðòèêàëà.

Ó ãåîìåòðèjñêîì ñìèñëó, ïðâè èçâîä ôóíêöèjå ó íåêîj òà÷êè A
ïðåäñòàâ§à êîåôèöèjåíò ïðàâöà òàíãåíòå íà ôóíêöèjó ó A.
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Ãåîìåòðèjñêè ïðèêàç ñèòóàöèjå èç ïðåòõîäíîã ïðèìjåðà ìîæåìî
âèäjåòè íà äî»îj ñëèöè: −400 jå êîåôèöèjåíò ïðàâöà òàíãåíòå g íà
ôóíêöèjó D, ó òà÷êè ñà àïñöèñîì x = 9.

Òåîðåìà 4.2

Àêî ñó f è g äèôåðåíöèjàáèëíå ôóíêöèjå, è c êîíñòàíòà, îíäà âðè-
jåäè ñ§åäå£å:

1. [cf(x)]′ = cf ′(x);

2. [f(x)± g(x)]′ = f ′(x)± g′(x);

3. [f(x)g(x)]′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x);

4.
[
f(x)
g(x)

]′
= f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)

[g(x)]2
, g(x) ̸= 0.

Äîêàç. 1. Îçíà÷èìî ñà h(x) = cf(x). Èìàìî

[cf(x)]′ = h′(x) = lim
∆x→0

h(x+∆x)− h(x)

∆x
= lim

∆x→0

cf(x+∆x)− cf(x)

∆x

= c lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
= cf ′(x). □
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Íàâîäèìî òàáåëó èçâîäà íåêèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöèjà ñà êîjèì £åìî
ñå íàj÷åø£å ñóñðåòàòè.

Ôóíêöèjà Èçâîä ôóíêöèjå

c-êîíñòàíòà 0

x 1

xn; n ∈ R, x > 0 nxn−1

√
x 1

2
√
x

ax, a > 0 ax ln a

ex ex

loga x, a > 0, a ̸=
1

1
x ln a

lnx 1
x

Ïîêàçà£åìî, íà îñíîâó äåôèíèöèjå èçâîäà, äà jå (ex)′ = ex. Èìàìî

(ex)′ = lim
∆x→0

ex+∆x − ex

∆x
= ex lim

∆x→0

e∆x − 1

∆x
.

Íàêîí óâî¢å»à ñìjåíå e∆x − 1 = t, îäíîñíî ∆x = ln(1 + t), èìàìî äà
t → 0 êàäà ∆x → 0. Ëèìåñ ïîñòàjå

(ex)′ = ex lim
t→0

t

ln(1 + t)
= ex lim

t→0

1
1
t ln(1 + t)

= ex
1

limt→0 ln(1 + t)
1
t

= ex
1

ln limt→0(1 + t)
1
t

= ex
1

ln e
= ex.

Ïðèìjåòèìî äà ñìî îâäjå êîðèñòèëè ÷è»åíèöó äà jå ex íåïðåêèäíà
ôóíêöèjà, òå îíà êîìóòèðà ñà lim.
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(
1 +

√
x

1−
√
x

)′

=
(1 +

√
x)′(1−

√
x)− (1 +

√
x)(1−

√
x)′

(1−
√
x)2

=

1
2
√
x
(1−

√
x)− (1 +

√
x)
(
− 1

2
√
x

)
(1−

√
x)2

=

1
2
√
x
(1−

√
x+ 1 +

√
x)

(1−
√
x)2

=

2
2
√
x

(1−
√
x)2

=
1√

x(1−
√
x)2

.
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Íà£è èçâîä ôóíêöèjå f(x) = 3x · 5−x−1.

Íàjïðèjå £åìî òðàíñôîðìèñàòè èçðàç: f(x) = 3x·5−x·5−1 = 1
5 ·
(
3
5

)x
.

Çíà÷è, f ′(x) = 1
5 ·
(
3
5

)x
· ln 3

5 .
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(x lnx)′ = x′ lnx+ x(lnx)′ = lnx+ x · 1
x
= lnx+ 1.

Ïðèìjåð 106

Óêóïíà ïðîäàjà ôèðìå (ó ìèëèîíèìà êîíâåðòèáèëíèõ ìàðàêà) ó
íàðåäíèõ t ìjåñåöè jå äàòà ñà S(t) =

√
t+2. Íà£è è èíòåðïðåòèðàòè

S(25) è S′(25). Èñêîðèñòèòè äîáèjåíå ðåçóëòàòå çà ïðîöjåíó óêóïíå
ïðîäàjå íàêîí 26 è íàêîí 27 ìjåñåöè.
Ðjåøå»å.
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Èìàìî äà jå

S′(t) =
1

2
√
t
.

Çà t = 25, äîáèjàìî

S(25) = 7; S′(25) =
1

10
= 0.1.

Çíà÷è, íàêîí 25 ìjåñåöè óêóïíà ïðîäàjà ôèðìå £å èçíîñèòè 7 ìè-
ëèîíà ÊÌ è ïîâå£àâà£å ñå çà 100000 ÊÌ ìjåñå÷íî.
Óêîëèêî ñòîïà ïîâå£à»à îñòàíå íåïðîìèjå»åíà, çàê§ó÷ójåìî äà £å
íàêîí 26 ìjåñåöè ïðîäàjà èçíîñèòè 7.1 ìèëèîí, à íàêîí 27 ìjåñåöè
£å èçíîñèòè 7.2 ìèëèîíà.

Ìàðãèíàëíå åêîíîìñêå ôóíêöèjå. Ìàðãèíàëíè èëè ãðàíè÷íè
òðîøàê (MT ) ïðåäñòàâ§à ïðîìjåíó óêóïíîã òðîøêà äî êîjå äîëàçè ñà
ïðîèçâîä»îì äîäàòíå jåäèíèöå ïðîèçâîäà. Íà ïðèìjåð, àêî ñó óêóïíè
òðîøêîâè ïðîèçâîä»å äâà òåëåâèçîðà 1000 KM, à óêóïíè òðîøêîâè
ïðîèçâîä»å òðè òåëåâèçîðà 1200 KM, ãðàíè÷íè òðîøàê ïðîèçâîä»å
òðå£åã òåëåâèçîðà £å áèòè 200 KM. Ìàòåìàòè÷êè, ôóíêöèjà
ìàðãèíàëíîã òðîøêà jå èçâîä ôóíêöèjå óêóïíîã òðîøêà:

MT (q) =
d

dq
T (q) = T ′(q).
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Ñåäìè÷íè óêóïíè òðîøàê (ó ÊÌ) ïðîèçâîä»å x ðåçåðâîàðà çà ãî-
ðèâî jå äàò ñà

T (x) = 10000 + 90x− 0.05x2.

1. Íà£è ôóíêöèjó ìàðãèíàëíîã òðîøêà.

2. Íà£è ìàðãèíàëíè òðîøàê ó ñëó÷àjó ïðîèçâîä»å 500 ðåçåðâî-
àðà ñåäìè÷íî, a çàòèì èíòåðïðåòèðàòè äîáèjåíè ðåçóëòàò.
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3. Íà£è òðîøàê ïðîèçâîä»å 501. ðåçåðâîàðà.

Ðjåøå»å.

1. MT (x) = T ′(x) = 90− 0.1x.

2. MT (500) = 90− 0.1 · 500 = 40.
Çíà÷è, íà íèâîó ïðîèçâîä»å îä 500 ðåçåðâîàðà, óêóïíè òðî-
øàê ïðîèçâîä»å ñå ïîâå£àâà çà 40 KM ïî ðåçåðâîàðó.

3. T (501)− T (500) = 39.95 KM.

Èç îâîã ïðèìjåðà âèäèìî äà jå ìàðãèíàëíè òðîøàê MT (500)
ïðèáëèæíî jåäíàê T (501)− T (500). Ó îïøòåì ñëó÷àjó èìàìî ñ§åäå£å
òâð¢å»å.

Òåîðåìà 4.3

Àêî jå T (q) óêóïíè òðîøàê ïðîèçâîä»å q jåäèíèöà ïðîèçâîäà, îíäà
jå

MT (q) ≈ T (q + 1)− T (q).

Ìàðãèíàëíè èëè ãðàíè÷íè ïðèõîä (MP ) jå ïðîìjåíà óêóïíîã ïðèõîäà
äîáèjåíîã ïðîäàjîì äîäàòíèõ jåäèíèöà ïðîèçâîäà. Ìàòåìàòè÷êè,
ôóíêöèjà ìàðãèíàëíîã ïðèõîäà jå èçâîä ôóíêöèjå óêóïíîã ïðèõîäà:

MP (q) =
d

dq
P (q) = P ′(q).

Íà ñëè÷àí íà÷èí äåôèíèøåìî ôóíêöèjå ìàðãèíàëíå äîáèòè,
ìàðãèíàëíîã ïðîñjå÷íîã òðîøêà, ìàðãèíàëíîã ïðîñjå÷íîã ïðèõîäà è
ìàðãèíàëíå ïðîñjå÷íå äîáèòè.
Åëàñòè÷íîñò. Åëàñòè÷íîñò jå ñïîñîáíîñò åêîíîìñêå âåëè÷èíå y äà
ðåàãójå íà ïðîìjåíå âåëè÷èíå x, îä êîjå ôóíêöèîíàëíî çàâèñè. Ðà÷óíà



138 4.3. Èçâîäè

ñå ïîìî£ó êîåôèöèjåíòà åëàñòè÷íîñòè, ó îçíàöè Ey,x.

Ey,x =

dy
y

dx
x

=
x

y
· dy
dx

=
x

y
· y′,

ãäjå dy
y è dx

x îçíà÷àâàjó ðåëàòèâíó ïðîìjåíó âåëè÷èíà y è x, ðåäîì.
Àêî jå íà íèâîó x = x0 ãðàíè÷íà âðèjåäíîñò jåäíàêà ïðîñjå÷íîj
âðèjåäíîñòè, êîåôèöèjåíò åëàñòè÷íîñòè ôóíêöèjå y íà íèâîó x = x0 jå
jåäíàê Ey,x = 1.
Àêî jå íà íèâîó x = x0 |Ey,x| < 1, êàæåìî äà jå ôóíêöèjà y
íååëàñòè÷íà íà íèâîó x = x0.
Àêî jå íà íèâîó x = x0 |Ey,x| > 1, êàæåìî äà jå ôóíêöèjà y åëàñòè÷íà
íà íèâîó x = x0.

Ïðèìjåð 108

Íåêà jå äàòà ôóíêöèjà ïîòðàæ»å q(p) = −p2+10, p îçíà÷àâà öèjåíó.
Êîåôèöèjåíò åëàñòè÷íîñòè îâå ôóíêöèjå jå:

Eq,p =
p

q
· q′(p) = p

−p2 + 10
· (−2p) =

−2p2

−p2 + 10
.

Íà íèâîó öèjåíå p = 2, êîåôèöèjåíò åëàñòè÷íîñòè jå:

Eq,p(p = 2) =
−2 · 4
−4 + 10

= −4

3
.

Îâî çíà÷è äà êàäà jå öèjåíà p = 2, àêî öèjåíó ïîâå£àìî çà 1% »åíå
âðèjåäíîñòè, ïîòðàæ»à £å ñå ñìà»èòè çà 4

3%.

4.3.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Îäðåäèòè èçâîäå ñ§åäå£èõ ôóíêöèjà:

(à) f(x) = 5(1− 2
3
√
x2)(2−

√
x);
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(á) g(x) = x+2
x2+x−1

;

(â) f(x) = 4x3 − 100
x2 + 4

5 3√x
− 6

7x 4√x
;

(ã) f(x) = 2
3√
x2−4x2+3

√
x√

x
;

(ä) f(x) = x+1
2x−1 ;

(¢) f(x) = xex−1
xex+3 ;

(å) f(x) = 4x · 4x;
(æ) f(x) = 5x

3x .

2. Çàäàòà jå öèjåíà p êàî ôóíêöèjà ïîòðàæ»å q: p(q) = 2q+3
q−1 .

Ïîêàçàòè äà jå èçâîä îâå ôóíêöèjå íåãàòèâàí çà ñâå íèâîå
ïîòðàæ»å q > 1.

3. Çàäàòà jå ôóíêöèjà óêóïíèõ òðîøêîâà T (q) = q3 − 3
2q

2 + 6q.
Ïîêàçàòè äà jå èçâîä îâå ôóíêöèjå ïîçèòèâàí çà ñâå íèâîå
ïðîèçâîä»å q > 0.

4. Óêóïíà ïðîäàjà ôèðìå (ó ìèëèîíèìà êîíâåðòèáèëíèõ ìàðàêà) ó
íàðåäíèõ t ìjåñåöè jå äàòà ñà S(t) =

√
t+ 4. Íà£è è

èíòåðïðåòèðàòè S(12) è S′(12). Èñêîðèñòèòè äîáèjåíå ðåçóëòàòå
çà ïðîöjåíó óêóïíå ïðîäàjå íàêîí 13 è íàêîí 14 ìjåñåöè.

5. Íåêà jå ôóíêöèjà ïîòðàæ»å q ó çàâèñíîñòè îä öèjåíå p äàòà ñà
q(p) = 10000− 1000p, è íåêà jå ôóíêöèjà óêóïíîã òðîøêà
T (q) = 7000 + 2q. Íà£è ôóíêöèjó ïðèõîäà P (q), à çàòèì
ãðàíè÷íè ïðèõîä çà q = 2000 è îájàñíèòè »åãîâî çíà÷å»å.

6. Äàòà jå öèjåíà p êàî ôóíêöèjà ïîòðàæ»å q, p(q) = 100(2 + q)−2.
Îäðåäèòè êîåôèöèjåíò åëàñòè÷íîñòè Eq,p íà íèâîó p = 4 è
îájàñíèòè çíà÷å»å ðåçóëòàòà.

4.4 Èçâîäè ñëîæåíèõ ôóíêöèjà

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå òðîøàê ïðîèçâîä»å (T ) ôóíêöèjà îä áðîjà
ïðîèçâåäåíèõ àðòèêàëà (q), êîjè jå ñ äðóãå ñòðàíå ôóíêöèjà îä áðîjà
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ñàòè ðàäà (h). Òàäà jå dT
dq ñòîïà ïðîìjåíå ôóíêöèjå òðîøêà ó îäíîñó íà

ïðîìjåíó ïðîìjåí§èâå q, è dq
dh ñòîïà ïðîìjåíå ôóíêöèjå q ó îäíîñó íà

ïðîìjåíó ïðîìjåí§èâå h. Àêîïîìíîæèìî îâå äâèjå ïðîìjåíå, äîáèjàìî
ñòîïó ïðîìjåíå ôóíêöèjå òðîøêà ó îäíîñó íà ïðîìjåíó ïðîìjåí§èâå h:

dT

dh
=

dT

dq

dq

dh
.

Ó îïøòåì ñëó÷àjó ìîæåìî ôîðìóëèñàòè ñ§åäå£å ïðàâèëî.

Òåîðåìà 4.4

Íåêà ñó y = f(u) è u = g(x) äèôåðåíöèjàáèëíå ôóíêöèjå, îíäà jå
êîìïîçèöèjà y = f(g(x)) äèôåðåíöèjàáèëíà ôóíêöèjà, è âðèjåäè

dy

dx
=

dy

du

du

dx
èëè

dy

dx
= f ′(g(x))g′(x).
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(
1√

1− 3x4

)′

=
(
(1− 3x4)−

1
2

)′
= −1

2
(1− 3x4)−

3
2 (1− 3x4)′

= −1

2
(1− 3x4)−

3
2 (−12x3) =

6x3√
(1− 3x4)3

.
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(
e
√
x
)′

= e
√
x(
√
x)′ = e

√
x · 1

2
√
x
.
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Ïðèìjåð 111

(
ln

(
x3 +

1

x

))′

=
1

x3 + 1
x

(
x3 +

1

x

)′

=
1

x3 + 1
x

(
3x2 − 1

x2

)
.

Óêîëèêî íàëàçèìî èçâîä èìïëèöèòíî çàäàòå ôóíêöèjå, ïîòðåáíî jå
íà£è èçâîä ëèjåâå è äåñíå ñòðàíå jåäíàêîñòè ïî ïðîìjåí§èâîj x,
èìàjó£è ó âèäó äà je y ôóíêöèjà îä x.
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Íà£è y′ àêî jå x3y2 + 3y3 = 4x− 3y.
Ðjåøå»å.

Èìàìî
(x3y2 + 3y3)′ = (4x− 3y)′,

òj.
3x2y2 + x3 · 2yy′ + 9y2y′ = 4− 3y′,

îäàêëå ñëèjåäè

(2x3y + 9y2 + 3)y′ = 4− 3x2y2.

Çíà÷è,

y′ =
4− 3x2y2

2x3y + 9y2 + 3
.

4.4.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Íà£è èçâîäå ñ§åäå£èõ ôóíêöèjà:

(à) f(x) =
√

x2

2(x+1) ;
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(á) f(x) = (3x)2;

(â) f(x) = 4
√
1−x3

;

(ã) f(x) = ln x
1−x ;

(ä) f(x) =
√
1 + x2;

(¢) f(x) = xe2x−1
xe2x+1

.

2. Äàòà jå ôóíêöèjà f(x) = 1−log x
1+log x . Èçðà÷óíàòè f ′(10).

3. Äàòà jå ôóíêöèjà f(x) = x2ex
√
x. Èçðà÷óíàòè f ′(1).

4. Íà£è y′ àêî jå x2y3 − 5 = 4y4 − x.

4.5 Èçâîäè âèøåã ðåäà

Ïîíåêàä jå ó ïðàêñè ïîòðåáíî íà£è ñòîïó ïðîìjåíå ôóíêöèjå êîjà jå è
ñàìà ñòîïà ïðîìjåíå íåêå äðóãå ôóíêöèjå. Íà ïðèìjåð, ó ïåðèîäó
èíôëàöèjå ìîæåìî ÷óòè êàêî ñå ãîâîðè äà èàêî èíôëàöèjà ðàñòå,
ñòîïà ðàñòà îïàäà. Òî çíà÷è äà èàêî öèjåíå ðàñòó, íå ðàñòó âèøå òàêî
áðçî êàî ïðèjå.
Ñòîïà ïðîìjåíå ôóíêöèjå f ′(x) jå »åí èçâîä, (f ′(x))′, êîjè £åìî
çàïèñèâàòè êàî f ′′(x), è çâà£åìî ãà äðóãè èçâîä ôóíêöèjå f(x).

Ïðèìjåð 113

(x2(3x+ 1))′′ = ((x2(3x+ 1))′)′

= (2x(3x+ 1) + x2 · 3)′ = (9x2 + 2x)′ = 18x+ 2.

Äåôèíèöèjà 4.7

Àêî jå ôóíêöèjà f äèôåðåíöèjàáèëíà ó òà÷êè x0 è àêî ïîñòîjè
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ëèìåñ

lim
∆x→0

∆f ′(x0)

∆x
= lim

∆x→0

f ′(x0 +∆x)− f ′(x0)

∆x
,

îíäà òàj ëèìåñ íàçèâàìî äðóãè èçâîä ôóíêöèjå f(x) ó òà÷êè x0 è

îçíà÷àâàìî ñà f ′′(x0), f
(2)(x0) èëè

d2f(x0)
dx2 .

Ó îïøòåì ñëó÷àjó, íåêà ôóíêöèjà f èìà èçâîä ðåäà (n− 1) ó òà÷êè
x0. Àêî ïîñòîjè èçâîä ôóíêöèjå f

(n−1)(x) ó òà÷êè x0, îíäà òàj èçâîä
íàçèâàìî n-òè èçâîä ôóíêöèjå f(x) ó òà÷êè x0 è îçíà÷àâàìî ñà

f (n)(x0) èëè
dnf(x0)
dxn . Çíà÷è,

f (n)(x0) =
(
f (n−1)

)′
(x0).

Ïðèìjåð 114

Jåäíî èñòðàæèâà»å åôèêàñíîñòè jå ïîêàçàëî äà £å ðàäíèê êîjè
ïî÷íå ðàäèòè ó 8:00 ójóòðî ïðîèçâåñòè Q(t) = −t3+6t2+24t àðòè-
êàëà, íàêîí t ñàòè ðàäà. Äà íà¢åìî ñòîïó ïðîäóêòèâíîñòè ðàäíèêà
ó 11:00, ïîñòóïàìî íà ñ§åäå£è íà÷èí. Ñòîïà ïðîäóêòèâíîñòè ðàä-
íèêà jå ôóíêöèjà:

R(t) = Q′(t) = −3t2 + 12t+ 24.

Ñòîïó ïðîäóêòèâíîñòè ó 11 : 00 íàëàçèìî óâðøòàâà»åì t = 3 ó
ôóíêöèjó R(t) :

R(3) = −3 · 9 + 12 · 3 + 24 = 33.

Çíà÷è, ðàäíèê ïðîèçâåäå 33 àðòèêëà ïî ñàòó.
Äà áèñìî íàøëè ñòîïó ïðîìjåíå ñòîïå ïðîäóêòèâíîñòè, íàëàçèìî
äðóãè èçâîä ôóíêöèjå Q(t), îäíîñíî (ïðâè) èçâîä ôóíêöèjå R(t).

R′(t) = −6t+ 12.
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Ó 11:00, ñòîïà ïðîìjåíå jå R′(3) = −6 · 3 + 12 = −6. Çíà÷è äà ñå
ïðîäóêòèâíîñò ñìà»ójå çà 6 àðòèêàëà ïî ñàòó.

4.6 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Íà£è äðóãè èçâîä ôóíêöèjà:

(à) f(x) = 12x2 + 10x+ 6;

(á) f(x) = 1
x ;

(â) f(x) = x+1
x−2 ;

(ã) f(x) = ex.

2. Íà£è ÷åòâðòè èçâîä ôóíêöèjà:

(à) f(x) = 15x5 − x3 + 4;

(á) f(x) = 2
x ;

(â) f(x) =
(

x
x−1

)5
;

(ã) f(x) =
√
x2 + 2.

3. Ïðîöèjå»åíî jå äà àêî ñå îäðå¢åíà âðñòà ïàðôåìà ïðîäà çà p KM
ïî áî÷èöè, îíäà £å ñå ïðîäàòè B(p) = 500

p+3 , p ≥ 5 áî÷èöà ìjåñå÷íî.

Ó òîì ñëó÷àjó óêóïíè òðîøàê jå T (p) = 0.2p2 + 3p+ 200.
Íà£è ôóíêöèjó äîáèòè ó ôóíêöèjè öèjåíå. Çàòèì íà£è ñòîïó
ïðîìjåíå äîáèòè êàäà jå öèjåíà áî÷èöå ïàðôåìà 12 KM. Äà ëè ñå
äîáèò ïîâå£àâà èëè ñìà»ójå?

4. Íà£è y′′ àêî jå (2x3 + 3y)5 = 4x2y4 − 2x.

4.7 Åêñòðåìè ôóíêöèjà jåäíå ïðîìjåí§èâå

Êàäà ðàäèìî ñà åêîíîìñêèì ôóíêöèjàìà, áèòíî íàì jå äà çíàìî
»èõîâå ìèíèìàëíå èëè ìàêñèìàëíå âðèjåäíîñòè. Íà ïðèìjåð, êîjà
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êîëè÷èíà ïðîèçâîä»å £å îáåçáèjåäèòè ìàêñèìàëíó äîáèò, èëè çà êîjó
êîëè÷èíó ïðîèçîäà ñå îñòâàðójó ìèíèìàëíè òðîøêîâè ïðîèçâîä»å. Çà
íàëàæå»å îâèõ âðèjåäíîñòè, êàî è âðèjåäíîñòè òà÷àêà ó êîjèìà ñå îíå
äîñòèæó, êîðèñòè£åìî èçâîäå ôóíêöèjà.

Íà îâîj ñëèöè jå ïðèêàçàí ãðàôèê ôóíêöèjå äîáèòè:

D(q) = 80q − 4q2 − 200 (KM).

Ïîñìàòðàjìî òðè òàíãåíòå íà îâàj ãðàôèê: g(q) = 48q− 136, h(q) = 200,
è p(q) = −48q + 824, ó òà÷êàìà A(4, 56), B(10, 200) è C(16, 56), ðåäîì.
Ó òà÷êè A, ôóíêöèjà jå ðàñòó£à, êîåôèöèjåíò ïðàâöà òàíãåíòå g jå 48,
îäíîñíî ñòîïà ðàñòà çà êîëè÷èíó ïîòðàæ»å q = 4 èçíîñè 48 KM ïî
àðòèêëó. Ó òà÷êè B, òàíãåíòà jå êîíñòàíòíà ôóíêöèjà, çíà÷è äà jå »åí
êîåôèöèjåíò ïðàâöà 0. Ó åêîíîìñêîì ñìèñëó, òî çíà÷è äà jå äîáèò
äîñòèæå ñâîj ìàêñèìóì (200 KM) çà êîëè÷èíó ïîòðàæ»å q = 10.
Ñëè÷íî, ó òà÷êè C ñòîïà ïàäà äîáèòè jå 48 KM, jåð jå êîåôèöèjåíò
ïðàâöà òàíãåíòå p jåäíàê −48.

Òåîðåìà 4.5

Àêî jå ôóíêöèjà f äèôåðåíöèjàáèëíà íà èíòåðâàëó I, îíäà âðèjåäè:

� Aêî jå f ′(x) > 0 çà x ∈ I, îíäà jå f ñòðîãî ðàñòó£à ôóíêöèjà
íà I;

� Aêî jå f ′(x) < 0 çà x ∈ I îíäà jå f ñòðîãî îïàäàjó£à ôóíêöèjà
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íà I.

Ïðèìjåð 115

Íà£è èíòåðâàëå ìîíîòîíîñòè ôóíêöèjå f(x) = 16x− x2.
Ðjåøå»å. Ïðâè èçâîä ôóíêöèjå jå

f ′(x) = 16− 2x.

Èìàìî
f ′(x) > 0 çà x < 8,

è
f ′(x) < 0 çà x > 8.

Çíà÷è, ôóíêöèjà ðàñòå íà èíòåðâàëó (−∞, 8), a îïàäà íà (8,+∞).

Äåôèíèöèjà 4.8

Áðîj c èç äîìåíà ôóíêöèjå f : R → R íàçèâàìî êðèòè÷íà òà÷êà
àêî âðèjåäè jåäíî îä òâð¢å»à:

1. f ′(c) = 0;

2. f ′(c) íå ïîñòîjè.

Ïðèìjåð 116

Ôóíêöèjà f(x) = 1
x+3 íåìà êðèòè÷íèõ òà÷àêà. Ïðâè èçâîä jå

f ′(x) = − 1

(x+ 3)2
̸= 0.
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Íà ñ§åäå£îj ñëèöè äàò jå ãðàôèê íåïðåêèäíå ôóíêöèjå êîjà äîñòèæå
ìàêñèìàëíå âðèjåäíîñòè ó òà÷êàìà c3 è c6, è ìèíèìàëíå âðèjåäíîñòè ó
c2 è c4. Îâå âðèjåäíîñòè íàçèâàìî ëîêàëíè åêñòðåìè. Ó îïøòåì
ñëó÷àjó, f(c) jå ëîêàëíè ìèíèìóì àêî ïîñòîjè èíòåðâàë (a, b) êîjè
ñàäðæè c òàêî äà

f(c) ≤ f(x), çà x ∈ (a, b).

Ñëè÷íî, f(c) jå ëîêàëíè ìàêñèìóì àêî ïîñòîjè èíòåðâàë (a, b) êîjè
ñàäðæè c òàêî äà

f(x) ≤ f(c), çà x ∈ (a, b).

Ëîêàëíå ìàêñèìóìå è ëîêàëíå ìèíèìóìå íàçèâàìî ëîêàëíè åêñòðåìè.
Êðèòè÷íó òà÷êó ó êîjîj ôóíêöèjà äîñòèæå ëîêàëíè åêñòðåì íàçèâàìî
ñòàöèîíàðíà òà÷êà. Òà÷êå c1, c5 è c7 ñó êðèòè÷íå òà÷êå, àëè íå è
ñòàöèîíàðíå.

Òåîðåìà 4.6

Íåêà jå f ′′(x) äåôèíèñàí ó ñòàöèîíàðíîj òà÷êè côóíêöèjå f(x). Àêî
jå f ′′(c) > 0 (f ′′(c) < 0), ôóíêöèjà f(x) äîñòèæå ëîêàëíè ìèíèìóì
(ìàêñèìóì) ó ñòàöèîíàðíîj òà÷êè.

Ïðèìjåð 117

Îäðåäè£åìî ëîêàëíå åêñòðåìå ôóíêöèjå: f(x) = xe−
1
x .
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Ôóíêöèjà jå äåôèíèñàíà çà ñâàêî x ̸= 0. Ïðâè èçâîä ôóíêöèjå jå:

f ′(x) = e−
1
x + xe

1
x
1

x2
= e−

1
x
x+ 1

x
.

Êàêî jå e−
1
x > 0 çà x ̸= 0, çíàê ïðâîã èçâîäà çàâèñè îä çíàêà

ôóíêöèjå x+1
x .

−∞ -1 0 ∞
y′ + − +

y ↗ ↘ ↗

Èç òàáåëå âèäèìî äà ôóíêöèjà äîñòèæå ìàêñèìàëíó âðèjåäíîñò çà
x = −1, è òà âðèjåäíîñò èçíîñè f(−1) = −e. Èàêî èçâîä ôóíêöèjå
ìèjå»à çíàê ó îêîëèíè òà÷êå x = 0, òà òà÷êà íèjå òà÷êà åêñòðåìà
ôóíêöèjå jåð íå ïðèïàäà »åíîì äîìåíó.

Òåîðåìà 4.7

Ïðîñjå÷íè òðîøêîâè ñó jåäíàêè ìàðãèíàëíèì òðîøêîâèìà àêî ñó
òè ïðîñjå÷íè òðîøêîâè ìèíèìàëíè.

Äîêàç. Íåêà ñó çà êîëè÷èíó ïðîèçâîä»å q ïðîñjå÷íè òðîøêîâè T̄ (q)
ìèíèìàëíè. Çíà÷è äà jå q ñòàöèîíàðíà òà÷êà ôóíêöèjå T̄ , òj.

T̄ ′(q) = 0.

Îâî jå åêâèâàëåíòíî ñà(
T (q)

q

)′

=
q · T ′(q)− T (q)

q2
= 0.

Çàê§ó÷ójåìî,

q · T ′(q)− T (q) = 0 ⇒ q · T ′(q) = T (q) ⇒ T ′(q) =
T (q)

q
,
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îäíîñíî

MT (q) = T̄ (q). □

Òåîðåìà 4.8

Äîáèò jå ìàêñèìàëíà íà íèâîó ïðîèçâåäåíèõ è ïðîäàòèõ ïðîèçâîäà
íà êîjåì jå ìàðãèíàëíè ïðèõîä jåäíàê ìàðãèíàëíîì òðîøêó.

Äîêàç.

D(q) = P (q)− T (q) ⇔ D′(q) = P ′(q)− T ′(q) = 0

⇔ P ′(q) = T ′(q) ⇔ MP (q) = MT (q). □

Äåôèíèöèjà 4.9

Íåêà jå f äèôåðåíöèjàáèëíà ôóíêöèjà íà èíòåðâàëó I. Ãðàôèê
ôóíêöèjå f jå:

� Kîíâåêñàí íà I, àêî jå f ′ ðàñòó£à ôóíêöèjà íà I;

� Kîíêàâàí íà I, àêî jå f ′ îïàäàjó£à ôóíêöèjà íà I.

Ãåîìåòðèjñêè, ãðàôèê äèôåðåíöèjàáèëíå ôóíêöèjå íà èíòåðâàëó I jå
êîíâåêñàí (êîíêàâàí) aêî ñå íàëàçè èçíàä (èñïîä) ñâîjèõ òàíãåíòè ó
òà÷êàìà ñà àïñöèñàìà èç I (íå óê§ó÷ójó£è äîäèðíå òà÷êå). Íà
ñ§åäå£îj ñëèöè ñó ïðèêàçàíå êîíâåêñíà (À) è êîíêàâíà (B) ôóíêöèjà.



150 4.7. Åêñòðåìè ôóíêöèjà jåäíå ïðîìjåí§èâå

Êîíâåêñíîñò (êîíêàâíîñò) ìîæåìî èñïèòàòè ïîìî£ó äðóãîã èçâîäà
ôóíêöèjå, î ÷åìó ãîâîðè íàðåäíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.9

Íåêà ôóíêöèjà f èìà èçâîäå ïðâîã è äðóãîã ðåäà íà èíòåðâàëó I.
Àêî jå f ′′(x) > 0 (f ′′(x) < 0) çà x ∈ I, îíäà jå ôóíêöèjà êîíâåêñíà
(êîíêàâíà) íà I.

Äîêàç. Òâð¢å»å ñëèjåäè èç Òåîðåìå 4.5, ÷è»åíèöå äà jå
f ′′(x) = (f ′(x))′, òå äåôèíèöèjå êîíâåêñíîñòè (êîíêàâíîñòè). □
Ïðåâîjíà òà÷êà jå òà÷êà ó êîjîj jå ôóíêöèjà íåïðåêèäíà è ó êîjîj
ïðåëàçè èç êîíâåêñíîñòè (êîíêàâíîñòè) ó êîíêàâíîñò (êîíâåêñíîñò).
Ïðåâîjíà òà÷êà jå çíà÷àjíà èç ðàçëîãà øòî jå áðçèíà ïðîìjåíå
ôóíêöèjå íàjâå£à (íàjìà»à) ó òà÷êè ó êîjîj ôóíêöèjà ïðåëàçè èç
êîíâåêñíîñòè (êîíêàâíîñòè) ó êîíêàâíîñò (êîíâåêñíîñò).

Òåîðåìà 4.10

Íåêà jå f(x) çàjåäíî ñà ïðâèõ n èçâîäà íåïðåêèäíà ó îêîëèíè òà÷êå
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x = x0 è íåêà ó òîj îêîëèíè ïîñòîjè f (n+1)(x). Àêî jå

f ′′(x0) = . . . = f (n)(x0) = 0, f (n+1)(x0) ̸= 0

è n ïàðàí áðîj, îíäà jå (x0, f(x0)) ïðåâîjíà òà÷êà ôóíêöèjå f(x).

4.7.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Íà£è èíòåðâàëå ìîíîòîíîñòè ôóíêöèjå f(x) = x2 − 6x+ 10.

2. Íà£è êðèòè÷íå òà÷êå ôóíêöèjå f(x) = 8 lnx− x2.

3. Îäðåäèòè åêñòðåìå ôóíêöèjå: f(x) = ln(x3 + 3).

4. Íåêà jå äàòà ôóíêöèjà òðîøêà: T (q) = −q2 + 5q − 6. Çà êîjå
âðèjåäíîñòè ïðîèçâîä»å òðîøêîâè ðàñòó, à çà êîjå îïàäàjó?

5. Äàòà jå ôóíêöèjà óêóïíèõ òðîøêîâà: T (q) = q3 − 6q2 + 16q.
Îäðåäèòè ìèíèìàëíè ïðîñjå÷íè òðîøàê.

4.8 Èçâîäè ôóíêöèjà âèøå ïðîìjåí§èâèõ

Îïøòè îáëèê ôóíêöèjå äâèjå ïðîìjåí§èâå jå:

z = f(x, y).

Íà ïðèìjåð, ôóíêöèjà z = x+ 2y + 4. �åí ãðàôèê jå ðàâàí:
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Ïðèìjåð jåäíå åêîíîìñêå ôóíêöèjå jå ôóíêöèjà ïðîèçâîä»å q êîjà
çàâèñè îä ðàäà l è êàïèòàëà k: q = 5lk.
Ïîøòî jå òåøêî íàöðòàòè ãðàôèê òàêâå ôóíêöèjå, îáè÷íî ñå ó
åêîíîìèjè ôèêñèðà jåäíà ïðîìjåí§èâà, è îíäà ñå àíàëèçèðà
äâîäèìåíçèîíàëíè ãðàôèê ôóíêöèjå. Çà q = 5, èìàìî:

q = 5lk ⇒ 5 = 5lk ⇒ 1 = lk ⇒ k =
1

l
; k, l > 0.

Ãðàôèê îâå êðèâå (íà äî»îj ñëèöè) jå îäñjå÷àê òðîäèìåíçèîíàëíîã
ãðàôèêà äóæ ðàâíè q = 5, è íàçèâà ñå èçîêâàíòà. Èçîêâàíòà ïîêàçójå
ðàçëè÷èòå êîìáèíàöèjå ðàäà è êàïèòàëà çà êîíñòàíòíó âðèjåäíîñò
ïðîèçâîä»å (q = 5).

Ó äî»îj òàáåëè £åìî âèäjåòè jåäíà÷èíå èçîêâàíòè çà jîø íåêå
âðèjåäíîñòè ïðîèçâîä»å q.

Êîëè÷èíà ïðîèçâîä»å Jåäíà÷èíà ôóíêöèjå ïðî-

èçâîä»å

Jåäíà÷èíà èçîêâàíòå

q = 5 5 = 5lk k = 1
l

q = 10 10 = 5lk k = 2
l

q = 15 15 = 5lk k = 3
l

q = 18 18 = 5lk k = 3.6
l

Ãðàôèêå îâèõ èçîêâàíòè ìîæåìî âèäjåòè íà äî»îj ñëèöè.
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Èçâîäå ôóíêöèjà äâèjå èëè âèøå ïðîìjåí§èâèõ íàçèâàìî ïàðöèjàëíè
èçâîäè.
Ó íàøåì ïðèìjåðó, ôèêñèðàëè ñìî ïðîìjåí§èâó q. Ðåöèìî, q = q0. Ó
òîì ñëó÷àjó jå

k =
q0
5l

=
q0
5
l−1,

dk

dl
=

q0
5
(−l−2) = − q0

5l2
.

Ïàðöèjàëíå èçâîäå îçíà÷àâàìî ñà ∂ óìjåñòî ñà d. Äàêëå,

∂k

∂l
= − q0

5l2
, q −ôèêñèðàíà ïðîìjåí§èâà.

Ïðèìjåð 118

Íåêà jå äàòà ôóíêöèjà z = x + 2y + 4. Ïàðöèjàëíè èçâîä ïî ïðî-
ìjåí§èâîj x îâå ôóíêöèjå jå:

∂z

∂x
= 1 + 0 + 0 = 1.

Ñ äðóãå ñòðàíå, ïàðöèjàëíè èçâîä ïî ïðîìjåí§èâîj y jå:

∂z

∂y
= 0 + 2 + 0 = 2.
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Êðà£å, ïàðöèjàëíå èçâîäå ïðâîã ðåäà îçíà÷àâàìî ñà zx èëè zy.
Ó îïøòåì ñëó÷àjó ôóíêöèjó ñà n ïðîìjåí§èâèõ çàïèñójåìî êàî:

z = f(x1, x2, . . . , xn).

Ïàðöèjàëíå èçâîäå ôóíêöèjå ñà n ïðîìjåí§èâèõ îçíà÷àâàìî ñà:

∂z

∂x1
= zx1 ,

∂z

∂x2
= zx2 , . . . ,

∂z

∂xn
= zxn .

Ñ îáçèðîì íà òî äà ñó ïàðöèjàëíè èçâîäè ôóíêöèjà âèøå
ïðîìjåí§èâèõ òàêî¢å ôóíêöèjå âèøå ïðîìjåí§èâèõ, ìîæåìî íà£è è
»èõîâå ïàðöèjàëíå èçâîäå (ïàðöèjàëíå èçâîäå äðóãîã ðåäà). Äàêëå,

∂f

∂x1
=

∂

∂x1
f(x1, x2, . . . , xn),

∂

∂x1

(
∂f

∂x1

)
=

∂2f

∂x1∂x1
=

∂2f

∂x21
= fx1x1 ,

∂

∂x2

(
∂f

∂x1

)
=

∂2f

∂x2∂x1
= fx1x2 ,

...

∂

∂xn

(
∂f

∂x1

)
=

∂2f

∂xn∂x1
= fx1xn .

Òàêî¢å, íà èñòè íà÷èí ìîæåìî íàëàçèòè è ïàðöèjàëíå èçâîäå
ôóíêöèjà ∂f

∂x2
, . . . ∂f

∂x2
:

∂

∂x1

(
∂f

∂x2

)
=

∂2f

∂x1∂x2
= fx2x1 .

Íàïîìåíèìî îâäjå äà ó îïøòåì ñëó÷àjó fx1x2 ̸= fx2x1 . Ìè £åìî ñå
óãëàâíîì ñóñðåòàòè ñà ôóíêöèjàìà êîä êîjèõ ñó ìjåøîâèòè ïàðöèjàëíè
èçâîäè äðóãîã ðåäà jåäíàêè.
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Èìïëèöèòíî çàäàòå ôóíêöèjå. Àêî jå jåäíà÷èíîì
F (y, x1, x2, . . . , xn) = 0 èìïëèöèòíî äåôèíèñàíà ôóíêöèjà
y = f(x1, x2, . . . , xn). Ïàðöèjàëíè èçâîäè ôóíêöèjå f ñó äàòè ñà:

∂f

∂xi
= fxi = −Fxi

Fy
.

Ïðèìjåð 119

Íåêà jå ôóíêöèjà y = y(x) èìïëèöèòíî äàòà ñà: F (y, x) = x2+xy+
y2 − 6 = 0. Îíäà jå:

y′(x) = −Fx

Fy
= −2x+ y

x+ 2y
.

Åêîíîìñêå ôóíêöèjå. Íåêà jå ôóíêöèjà ïîòðàæ»å q1 çàâèñíà îä
âèøå ïðîìjåí§èâèõ: öèjåíà p1, p2, . . . pn, äîõîòêà k, è âðåìåíà t. Òàäà
ìîæåìî äåôèíèñàòè êîåôèöèjåíò ïàðöèjàëíå åëàñòè÷íîñòè ôóíêöèjå
q1:

Eq1,p1 =
p1
q1

· ∂q1
∂p1

.

Òàêî¢å, ìîæåìî ïîñìàòðàòè êàêî ïðîìjåíå öèjåíà äðóãèõ ïðîèçâîäà
óòè÷ó íà q1. Òî íàçèâàìî êîåôèöèjåíò óêðøòåíå åëàñòè÷íîñòè:

Eq1,pi =
pi
q1

· ∂q1
∂pi

, i = 2, 3, . . . , n.

Êîåôèöèjåíò äîõîäîâíå åëàñòè÷íîñòè è êîåôèöèjåíò åëàñòè÷íîñòè ó
îäíîñó íà âðèjåìå ñó ðåäîì:

Eq1,k =
k

q1
· ∂q1
∂k

,

è

Eq1,t =
t

q1
· ∂q1
∂t

.
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Ïðèìjåð 120

Íåêà jå ôóíêöèjà ïîòðàæ»å q1(p1, p2) = 1
2p

2
1 + 5

p2
. Êîåôèöèjåíòè

ïàðöèjàëíå è óêðøòåíå åëàñòè÷íîñòè ñó ðåäîì:

Eq1,p1 =
p1
q1

· ∂q1
∂p1

=
p1

1
2p

2
1 +

5
p2

· p1 =
p21

1
2p

2
1 +

5
p2

,

è

Eq1,p2 =
p2
q1

· ∂q1
∂p2

=
p2

1
2p

2
1 +

5
p2

·

(
− 5

p22

)
=

−5
1
2 · 1 · 2 + 5

= −5

6
.

Íà íèâîó öèjåíà p1 = 1 è p2 = 2, êàäà öèjåíó ïðâîã ïðîèçâîäà p1
ïîâå£àìî çà 1%, ïîòðàæ»à çà òèì ïðîèçâîäîì q1 ïîðàñòå ïðèáëè-
æíî çà 1

3%, çàòî øòî jå:

Eq1,p1(1, 2) =
1

1
2 + 5

2

=
1

3
.

Íà íèâîó öèjåíà p1 = 1 è p2 = 2, êàäà öèjåíó äðóãîã ïðîèçâîäà p2
ïîâå£àìî çà 1%, ïîòðàæ»à çà ïðâèì ïðîèçâîäîì q1 ñå ñìà»è çà
ïðèáëèæíî 5

6%, çàòî øòî jå:

Eq1,p2(1, 2) =
−5

1
2 · 1 · 2 + 5

= −5

6
.

4.8.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Íà£è ñâå ïàðöèjàëíå èçâîäå ïðâîã è äðóãîã ðåäà ôóíêöèja:

(à) f(x1, x2) = 3x21 − 2x1x
2
2 + x22 − 10x1 + 5.

(á) f(x1, x2) = x31x
2
2 + 2x21x2 − 3x2 + x1 − 5.
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2. Íåêà jå ñà jåäíà÷èíîì F (x, y, z) = x4 + y4 + z4 + x2y2z2 = 0
èìïëèöèòíî äåôèíèñàíà ôóíêöèjà y = f(x, z). Íà£è ∂y

∂z .

3. Íåêà jå ôóíêöèjà z = f(x, y) èìïëèöèòíî çàäàòà ôîðìóëîì
F (z, x, y) = x2 − 2y2 + 3z2 − yz + y = 0. Îäðåäèòè ïàðöèjàëíå
èçâîäå ïðâîã ðåäà ôóíêöèjå z.

4. Äàòà jå ôóíêöèjà ïðîèçâîä»å q(l, c) = 2
√
l3c. Èçðà÷óíàòè Eq,l è

Eq,c.

5. Íåêà ñó ôóíêöèjå ïîòðàæ»å ïðîèçâîäà X è Y äàòå ñà
q1(p1, p2) = 200− 5p1 + 4p2 è q2(p1, p2) = 300 + 2p1 − 4p2, ðåäîì.
Èçðà÷óíàòè êîåôèöèjåíòå óêðøòåíå åëàñòè÷íîñòè è îájàñíèòè
îäíîñ èçìå¢ó ïðîèçâîäà X è Y , êàäà jå p1 = p2 = 20.

4.9 Åêñòðåìè ôóíêöèjà âèøå ïðîìjåí§èâèõ

Äåôèíèöèjà 4.10

Çà ôóíêöèjó y = f(x1, x2, . . . , xn) äåôèíèøåìî »åíó Õåñåîâó ìà-
òðèöó èëè Õåñèjàí êàî:

H =


y11 y12 . . . y1n
y21 y22 . . . y2n
...

...
...

yn1 yn2 . . . ynn

 ,

ãäjå ñó yij =
∂2f

∂xi∂xj
; i, j ∈ {1, 2, . . . n}.

Äà áèñìî íàøëè åêñòðåìíå âðèjåäíîñòè ôóíêöèjà âèøå ïðîìjåí§èâèõ,
ïîñòóïàìî íà ñëè÷àí íà÷èí êàî è ó ñëó÷àjó ôóíêöèjà ñà jåäíîì
ïðîìjåí§èâîì. Çà ôóíêöèjó y = f(x1, x2, . . . , xn) ïîñòóïàê jå ñ§åäå£è:
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(1) Íàëàçèìî ïàðöèjàëíå èçâîäå ïðâîã è äðóãîã ðåäà:

∂y

∂xi
,

∂2y

∂xi∂xj
, i, j ∈ {1, 2, . . . n}.

(2) Èçjåäíà÷èìî èçâîäå ïðâîã ðåäà ñà íóëîì, è ðèjåøèìî ñèñòåì
jåäíà÷èíà äà áèñìî äîáèëè êîîðäèíàòå ñòàöèîíàðíå òà÷êå
(ñòàöèîíàðíèõ òà÷àêà) S(x01, x

0
2, . . . , x

0
n) :

∂y

∂xi
= 0, i ∈ {1, 2, . . . n}.

(3) Ñèëâåñòåðîâ êðèòåðèjóì
(à) Àêî çà Õåñèjàí èçðà÷óíàò ó ñòàöèîíàðíîj òà÷êè ôóíêöèjå
y = f(x1, x2, . . . , xn) âðèjåäè:

∆1 = f11 > 0, ∆2 =

∣∣∣∣f11 f12
f21 f22

∣∣∣∣ > 0, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
f11 f12 f13
f21 f22 f23
f31 f32 f33

∣∣∣∣∣∣ > 0 . . . ,

∆n = |H| > 0, òàäà jå ñòàöèîíàðíà òà÷êà òà÷êà ëîêàëíîã ìèíèìóìà.
(á) Àêî çà Õåñèjàí èçðà÷óíàò ó ñòàöèîíàðíîj òà÷êè ôóíêöèjå
y = f(x1, x2, . . . , xn) âðèjåäè:

∆1 < 0, ∆2 > 0, ∆3 < 0, . . . ,

îíäà jå ñòàöèîíàðíà òà÷êà òà÷êà ëîêàëíîã ìàêñèìóìà.
Äåòåðìèíàíòå ∆1, ∆2, ∆3,... íàçèâàìî óãàîíè ìèíîðè Õåñèjàíà.
Íà ñ§åäå£îj ñëèöè ìîæåìî âèäjåòè ãðàôèê ôóíêöèjå

z = −x2 − y2 + 40,

êîjà èìà òà÷êó ìàêñèìóìà (0, 0, 40).



Ãëàâà 4. ÄÈÔÅÐÅÍÖÈJÀËÍÈ ÐÀ×ÓÍ 159

Ïîêàçà£åìî äà jå (0, 0, 40) òà÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèjå z ó ñ§åäå£åì
ïðèìjåðó.

Ïðèìjåð 121

Ïàðöèjàëíè èçâîäè ïðâîã ðåäà ôóíêöèjå z = −x2 − y2 + 40 ñó:

zx = −2x, zy = −2y.

Èçjåäíà÷àâà»åì ñà íóëîì, äîáèjàìî äà jå ñòàöèîíàðíà òà÷êà (0, 0).
Èçâîäè äðóãîã ðåäà ñó:

zxx = −2, zxy = zyx = 0, zyy = −2.

Ñàäà ðà÷óíàìî ìèíîðå Õåñèjàíà ôóíêöèjå z ó òà÷êè (0, 0) :

∆1 = −2 < 0, ∆2 =

∣∣∣∣−2 0
0 −2

∣∣∣∣ = 4 > 0.

Äàêëå, ó òà÷êè (0, 0) ñå äîñòèæå ëîêàëíè ìàêñèìóì. Âðèjåäíîñò
ôóíêöèjå ó òîj òà÷êè jå z = −0− 0 + 4 = 4.

Ïðèìjåð 122

Ôóíêöèjå ïîòðàæ»å çà äîáðèìà X è Y ñó äàòå ñà PX = 36− 3x è
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P Y = 56− 4y. Îíäà jå ôóíêöèjà óêóïíèõ ïðèõîäà äàòà ñà:

P = PXx+ P Y y = (36− 3x)x+ (56− 4y)y = 36x− 3x2 + 56y − 4y2.

Íà£è £åìî êîëèêî jå ïîòðåáíî ïðîäàòè äîáàðà X è Y äà áè ñå
ïðèõîä áèî ìàêñèìàëàí.{

Px = 36− 6x = 0

Py = 56− 8y = 0.

Ðjåøå»å îâîã ñèñòåìà, îäíîñíî ñòàöèîíàðíà òà÷êà jå (6, 7).
Ìèíîðè Õåñèjàíà ôóíêöèjå ïðèõîäà ó òà÷êè (6, 7) ñó:

∆1 = −6 < 0, ∆2 =

∣∣∣∣−6 0
0 −8

∣∣∣∣ = 48 > 0.

Äàêëå, äà áè ñå îñòâàðèî ìàêñèìàëíè ïðèõîä P (6, 7) = 36 · 6 − 3 ·
36+ 56 · 7− 4 · 49 = 304, ïîòðåáíî jå ïðîäàòè 6 jåäèíèöà äîáðà X è
7 jåäèíèöà äîáðà Y .

Óñëîâíè åêñòðåìè. Ïðåòïîñòàâèìî äà ó ïðåòõîäíîì ïðèìjåðó èìàìî
îãðàíè÷å»å äà ñå ìîãó ïðîèçâåñòè è ïðîäàòè äîáðà ó âðèjåäíîñòè îä
80 KM, ïðè ÷åìó jåäèíèöà äîáðà X êîøòà 5 KM, a jåäèíèöà äîáðà Y
êîøòà 10 KM. Çàïèñàíî jåäíà÷èíîì, îâî îãðàíè÷å»å jå:

5x+ 10y = 80.

Ñàäà âèäèìî äà ðjåøå»å (6, 7) íå çàäîâî§àâà jåäíà÷èíó.
Ó äà§åì òåêñòó £åìî îájàñíèòè êàêî íà£è ìàêñèìàëíè ïðèõîä óç
îâàêâà îãðàíè÷å»à ïîìî£ó Ëàãðàíæîâèõ ìóëòèïëèêàòîðà. Àêî
æåëèìî äà íà¢åìî åêñòðåìå ôóíêöèjå z = f(x, y) óç îãðàíè÷å»å
g(x, y) = 0, óâîäèìî íîâó ôóíêöèjó (Ëàãðàíæîâà ôóíêöèjà):

L(x, y, λ) = f(x, y)− λg(x, y).

Áðîj λ ñå íàçèâà Ëàãðàíæîâ ìóëòèïëèêàòîð.
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Çàòèì òðàæèìî åêñòðåìå ôóíêöèjå L. Ñòàöèîíàðíå òà÷êå äîáèjàìî
ðjåøàâà»åì ñèñòåìà jåäíà÷èíà:

Lx = fx − λgx = 0

Ly = fy − λgy = 0

Lλ = −g(x, y) = 0.

Çà äîáèjà»å åêñòðåìà íàëàçèìî äåòåðìèíàíòó D =

∣∣∣∣∣∣
Lxx Lxy Lxλ

Lyx Lyy Lyλ

Lλx Lλy Lλλ

∣∣∣∣∣∣ .
Íåêà jå (x0, y0, λ0) ðjåøå»å ãîð»åã ñèñòåìà.
Àêî je D(x0, y0, λ0) > 0, îíäà jå ñòàöèîíàðíà òà÷êà (x0, y0) òà÷êà
ëîêàëíîã ìàêñèìóìà. Àêî D(x0, y0, λ0) < 0, îíäà jå ñòàöèîíàðíà
òà÷êà (x0, y0) òà÷êà ëîêàëíîã ìèíèìóìà.

Ïðèìjåð 123

Ïîñìàòðàjìî ôóíêöèjó ïðèõîäà P = 36x−3x2+56y−4y2, óç îãðà-
íè÷å»å 5x+ 10y = 80. Ëàãðàíæîâà ôóíêöèjà jå:

L = 36x− 3x2 + 56y − 4y2 − λ(5x+ 10y − 80).

Ñòàöèîíàðíó òà÷êó äîáèjàìî èç ñèñòåìà:
Lx = 36− 6x− 5λ = 0

Ly = 56− 8y − 10λ = 0

Lλ = 80− 5x− 10y = 0.

Ðjåøàâà»åì ñèñòåìà äîáèjàìî äà jå x = 5, y = 5.5, è λ = 1.2.
Äåòåðìèíàíòà Õåñåîâå ìàòðèöå ó òà÷êè (5, 5.5, 1.2) jå:

D =

∣∣∣∣∣∣
−6 0 −5
0 −8 −10
−5 −10 0

∣∣∣∣∣∣ = 800 > 0,
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øòî çíà÷è äà ó òà÷êè (5, 5.5) ôóíêöèjà ïðèõîäà äîñòèæå ìàêñè-
ìàëíó âðèjåäíîñò 292, øòî jå ìà»à âðèjåäíîñò îä ìàêñèìóìà áåç
îãðàíè÷å»à.

4.9.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Íà£è åêñòðåìå ôóíêöèja:

(à) f(x, y) = x3 − y3 + 6xy;

(á) u(x, y) = 3lnx
6 + 2lny + ln(12− x− y).

2. Íà£è åêñòðåìå ôóíêöèjå f(x, y) = xy óç îãðàíè÷å»å:

(à) x+ y = 1;

(á) x2 + y2 = 1.

3. Îäðåäèòè ìèíèìàëíó âðèjåäíîñò ôóíêöèjå f(x, y) = x2 + y2 óç
îãðàíè÷å»å xy = 1.

4. Çà ïðèïðåìó è ïðîìîöèjó ê»èãå äîäèjå§åíî jå 60000 ÊÌ.
Ïðîöèjå»ójå ñå äà àêî jå x õè§àäà êîíâåðòèáèëíèõ ìàðàêà
äîäèjå§åíî çà ïðèïðåìó, à y õè§àäà çà ïðîìîöèjó, ïðèáëèæíî £å
f(x, y) = 20x

3
2 y êîïèjà ê»èãå áèòè ðàñïðîäàòî. Êîëèêî áè íîâöà

òðåáàëî èçäâîjèòè íà ïðèïðåìó, à êîëèêî íà ïðîìîöèjó äà áè
ïðîäàjà áèëà ìàêñèìàëíà?

5. Jåäíà ôèðìà ïðîèçâîäè äâèjå âðñòå ïðîèçâîäà, X è Y , ÷èjà jå
öèjåíà 54 KM è 52 KM, ðåäîì. Óêóïíè òðîøàê ôèðìå jå äàò ñà
ôóíêöèjîì T = 3x2 + 3xy + 2y2 − 100. Íà£è êîëè÷èíó ïðîèçâîäà
êîjó jå ïîòðåáíî ïðîäàòè äà áè ôèðìà îñòâàðèëà ìàêñèìàëíó
äîáèò. Çàòèì íà£è âðèjåäíîñò ìàêñèìàëíå äîáèòè.

6. Äàòà jå ôóíêöèjà òðîøêîâà T (q1, q2) = 2q21 + q1q2 + q22, ãäjå ñó
q1, q2 ≥ 0 êîëè÷èíå ïðîèçâîä»å çà äâà ïðîèçâîäà. Îäðåäèòè q1 è
q2 òàêî äà òðîøêîâè áóäó ìèíèìàëíè, à äà óêóïíà ïðîèçâîä»à
áóäå 20.
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Ó Ãëàâè 4 ñìî âèäjåëè äà ñå ïîìî£ó èçâîäà íåêå åêîíîìñêå ôóíêöèjå
îäðå¢ójå îäãîâàðàjó£à ãðàíè÷íà ôóíêöèjà. Òàêî ñìî, íà ïðèìjåð,
ìîãëè äîáèòè èíôîðìàöèjó î áðçèíè ïðîìjåíå óêóïíèõ òðîøêîâà
ïîìî£ó ôóíêöèjå ãðàíè÷íîã òðîøêà. Òàêî¢å, ó ïðàêñè ñå ÷åñòî ïîëàçè
îä ôóíêöèjå ãðàíè÷íîã òðîøêà äà áè ñå äîáèëà èíôîðìàöèjà î
óêóïíèì òðîøêîâèìà çà îäðå¢åíå íèâîå ïðîèçâîä»å. Ìàòåìàòè÷êè, òî
çíà÷è äà òðåáà îäðåäèòè ôóíêöèjó ÷èjè íàì jå èçâîä ïîçíàò. Èç òîã
ðàçëîãà äåôèíèøåìî ñ§åäå£å.

Äåôèíèöèjà 5.1

Íåêà ñó ôóíêöèjå F (x) è f(x) äåôèñàíå íà èíòåðâàëó (a, b) ⊂ R, è
íåêà jå ôóíêöèjà F (x) äèôåðåíöèjàáèëíà íà òîì èíòåðâàëó. Ôóíê-
öèjó F (x) íàçèâàìî ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå f(x) àêî jå:

F ′(x) = f(x), çà x ∈ (a, b).
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Àêî êîðèñòèìî äèôåðåíöèjàë, îâà jåäíàêîñò jå åêâèâàëåíòíà ñà:

dF (x) = F ′(x)dx = f(x)dx.

Ïðèìjåð 124

Ôóíêöèjà F (x) = 1
4x

4 − 1
3x

3 + 1 jå ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå
f(x) = x3 − x2, jåð jå

F ′(x) =
1

4
· 4 · x3 − 1

3
· 3 · x2 + 0 = x3 − x2 = f(x).

Jåäíà ôóíêöèjà ìîæå èìàòè âèøå ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà. Íà
ïðèìjåð, ïðèìèòèâíe ôóíêöèje ôóíêöèjå f(x) = 4x3 ñó F (x) = x4,
F (x) = x4 +2, F (x) = x4 − 1. Ïðèìjå£ójåìî äà èìàìî áåñêîíà÷íî ìíîãî
ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà, jåð àêî äîäàìî áèëî êîjè ðåàëíè áðîj c íà x4,
èçâîä £å áèòè jåäíàê 4x3. Ó îïøòåì ñëó÷àjó âðèjåäè ñ§åäå£å.

Òåîðåìà 5.1

Íåêà jå F (x) ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå f(x) íà èíòåðâàëó
(a, b). Òàäà jå è ôóíêöèjà F (x)+C, ãäjå jå C ïðîèçâî§íà êîíñòàíòà,
ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå f(x) íà (a, b).

Äîêàç. Ïîøòî jå F (x) ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå f(x), èìàìî äà
jå

F ′(x) = f(x).

Ñàäà íàëàçèìî èçâîä ôóíêöèjå F (x) + C.

(F (x) + C)′ = F ′(x) + C ′ = f(x) + 0 = f(x).

Äàêëå, F (x) + C jå ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà ôóíêöèjå f(x). □
Íà äî»îj ñëèöè ìîæåìî âèäjåòè ãðàôèêå òðè ïðèìèòèâíå ôóíêöèjå
ôóíêöèjå f(x) = 4x3.
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Ôàìèëèjó ñâèõ ïðèìèòèâíèõ ôóíêöèjà ôóíêöèjå f(x) îçíà÷àâàìî ñà:∫
f(x)dx = F (x) + C,

è íàçèâàìî íåîäðå¢åíè èíòåãðàë îä f(x). f(x) íàçèâàìî
ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà èëè èíòåãðàíä, äîê äèôåðåíöèjàë dx
îäðå¢ójå ïðîìjåí§èâó ïî êîjîj âðøèìî èíòåãðàöèjó, ó îâîì ñëó÷àjó x.
Äàêëå, çà ïðîèçâî§íó äèôåðåíöèjàáèëíó ôóíêöèjó F (x), èìàìî∫

F ′(x)dx = F (x) + C,

îäíîñíî ∫
dF

dx
dx = F (x) + C.

Òåîðåìà 5.2

Íåîäðå¢åíè èíòåãðàëè çàäîâî§àâàjó ñ§åäå£å îñîáèíå:

1. Íåêà jå k ∈ R \ {0}. Âðèjåäè∫
kf(x)dx = k

∫
f(x)dx.

2. Àêî ñó äåôèíèñàíè èíòåãðàëè
∫
fi(x)dx, i ∈ {1, 2, . . . n}, îíäà
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jå∫
(f1±f2±. . .±fn)dx =

∫
f1(x)dx±

∫
f2(x)dx±. . .±

∫
fn(x)dx.

3. Íåêà jå
∫
f(t)dt = F (t) + C. Îíäà jå∫

f(ax+ b)dx =
1

a
F (ax+ b) + C.

Äîêàç. Äîêàçà£åìî îñîáèíó 3. Ñòàâèìî äà jå

ax+ b = t,

îíäà jå

t′ =
dt

dx
= a.

Ïîøòî jå
dF (t)

dt
= F ′(t) = f(t),

d

dt
F (ax+ b) = a · F ′(ax+ b) = a · f(ax+ b),

èìàìî äà jå

d

dt

(
1

a
F (ax+ b)

)
=

1

a
· a · F ′(ax+ b) = F ′(ax+ b) = f(ax+ b). □

Íàâåø£åìî ñàäà èíòåãðàëå íåêèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöèjà, ñà êîjèìà ñå
íàj÷åø£å ñóñðå£åìî ó åêîíîìèjè:∫

kdx = kx+ C, k ∈ R;

∫
xndx =

xn+1

n+ 1
+ C; n ∈ R \ {−1}
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∫
1

x
dx = ln|x|+ C;∫

ekxdx =
1

k
ekx + C, k ∈ R \ {0}.∫

axdx =
ax

ln a
; a > 0, a ̸= 1.

Äèðåêòíîì èíòåãðàöèjîì £åìî íà£è ñ§åäå£è èíòåãðàë.

Ïðèìjåð 125

∫ (
x4 − 3x2 + x

x2

)
dx =

∫ (
x2 − 3 +

1

x

)
dx =

x3

3
− 3x+ ln |x|+ C.

Ïðèìjåð 126

Ìàðãèíàëíè òðîøàê jå äàò ñà MT (q) = 3q2 − 60q + 400, ãäjå q
ïðåäñòàâ§à êîëè÷èíó ïðîèçâîä»å. Óêóïíè òðîøàê çà ïðîèçâîä»ó
äâà àðòèêëà íåêîã ïðîèçâîäà jå 900 KM. Íà£è £åìî óêóïíè òðîøàê
çà ïðîèçâîä»ó ïåò àðòèêàëà.
Çíàìî äà jå ìàðãèíàëíè òðîøàê jåäíàê èçâîäó ôóíêöèjå óêóïíîã
òðîøêà T (q). Çíà÷è,

dT

dq
= 3q2 − 60q + 400.

Ñàäà íàëàçèìî èíòåãðàë ôóíêöèjå ìàðãèíàëíîã òðîøêà, äà áèñìî
íàøëè ôóíêöèjó T (q).

T (q) =

∫
dT

dq
dq =

∫
(3q2 − 60q + 400)dq = q3 − 30q2 + 400q + C.
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Îäðåäè£åìî êîíñòàíòó C èç óñëîâà äà jå T (2) = 900:

23 − 30 · 22 + 400 · 2 + C = 900 ⇒ C = 212.

Òî çíà÷è äà jå ôóíêöèjà òðîøêà jåäíàêà T (q) = q3 − 30q2 + 400q +
212. Çà q = 5, T (5) = 1587. Äàêëå, òðîøàê çà ïðîèçâîä»ó ïåò
àðòèêàëà èçíîñè 1587 KM.

5.0.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Íà£è ñ§åäå£å íåîäðå¢åíå èíòåãðàëå:

(à)
∫

x−5
x5 dx;

(á)
∫
(
√
x3 − 3

√
x5 + 1

3
3
√
x)dx;

(â)
∫
(
√
x+ 1√

x
)2dx;

(ã)
∫
2x8xdx.

2. Íåêà ñó ìàðãèíàëíè òðîøêîâè è ìàðãèíàëíè ïðèõîäè ïðåäóçå£à
äàòè ñà MT (q) = 2eq è MP (q) = 28q − eq, ðåäîì. Àêî ôèêñíè
òðîøêîâè è ôèêñíè ïðèõîäè èçíîñå 90 è 100, ðåäîì, îäðåäèòè
ôóíêöèjå òðîøêîâà è ïðèõîäà.

5.1 Èíòåãðàöèjà ìåòîäîì ñìjåíå

Ïðåòïîñòàâèìî äà òðåáà äà íà¢åìî èíòåãðàë
∫
2xex

2
dx. Ó îâîì ñëó÷àjó

ìîæåìî ïîñìàòðàòè x2 êàî íîâó ïðîìjåí§èâó u, u = x2. Àêî íà¢åìî
èçâîä du

dx = 2x, èìàìî äà jå du = 2xdx. Ñàäà ïî÷åòíè èíòåãðàë ìîæåìî
íàïèñàòè êàî

∫
eudu, è ïðèìèjåíèòè äåôèíèöèjó íåîäðå¢åíîã

èíòåãðàëà, òàêî äà jå
∫
eudu = eu + C. Íà êðàjó çàìèjåíèìî u = x2,

òàäà jå
∫
2xex

2
dx = ex

2
+ c. Îâî jå áèî ïðèìjåð êîðèøòå»à ìåòîäå

ñìjåíå ó íàëàæå»ó èíòåãðàëà.
Ó îïøòåì ñëó÷àjó èìàìî ñ§åäå£å:
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Òåîðåìà 5.3

Íåêà jå f : R → R íåïðåêèäíà ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà, è íåêà
jå ñìjåíà äàòà ñà x = g(t), ïðè ÷åìó ñó g(t) è g′(t) íåïðåêèäíe
ôóíêöèjå. Òàäà jå ∫

f(x)dx =

∫
f(g(t))g′(t)dt.

Äàêëå, àêî õî£åìî äà íà¢åìî èíòåãðàë
∫
f(x)dx ìåòîäîì ñìjåíå, òðåáà

äà óðàäèìî ñ§åäå£å êîðàêå:
(1) Ó ôóíêöèjè f(x) òðåáà äà ïðåïîçíàìî äâà äèjåëà, jåäàí jå íîâà
ôóíêöèjà u(x), à äðóãè jå äèôåðåíöèjàë ôóíêöèjå u(x), du = u′(x)dx.
(2) Äîáèjåíè èíòåãðàë òðåáà äà áóäå ó îáëèêó∫

f(x)dx =

∫
g(u)du,

à çàòèì íà£è èíòåãðàë íàëàæå»åì ïðèìèòèâíå ôóíêöèjå G(u) îä
ôóíêöèjå g(u).
(3) Çàìèjåíèòè u ñà u(x) ó ôóíêöèjè G(u), è äîáèòè ïðèìèòèâíó
ôóíêöèjó G(u(x)) îä ôóíêöèjå f(x), òàêî äà jå∫

f(x)dx = G(u(x)) + C.

Ïðèìjåð 127

Äà áèñìî íàøëè èíòåãðàë
∫
(4x3+7)12x2dx, óâåø£åìî ñìjåíó u(x) =

4x3 + 7. Òàäà jå u′(x) = 12x2, îäíîñíî du = 12x2dx. Çíà÷è äà jå
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x2dx = du
12 . Èíòåãðàë ñàäà ïîñòàjå∫
u12

du

12
=

1

12

∫
u12du =

1

12

u13

13
+ C =

(4x3 + 7)13

156
+ C.

Ïðèìjåð 128

Íåêà jå äàò èíòåãðàë
∫ √

2x− 3dx. Óâåø£åìî ñìjåíó 2x − 3 = u,
2dx = du, îäíîñíî dx = du

2 . Èìàìî∫ √
2x− 3dx =

∫ √
u
du

2
=

1

2

∫
u

1
2du =

1

2

u
3
2

3
2

+C =
1

3
(2x− 3)

3
2 +C.

Ïðèìjåð 129

∫
x2

x3 + 1
dx = [u = x3 + 1, du = 3x2dx] =

1

3

∫
du

u

=
1

3
ln |u|+ C =

1

3
ln |x3 + 1|+ C.

Ïðèìjåð 130

Íåêà jå ñòîïà ïðîìjåíå öèjåíå p (ó ÊÌ) íåêîã ïðîèçâîäà äàòà ñà

dp

dx
=

−135x√
9 + x2

,

ïðè ÷åìó jå ñà x îçíà÷åíà ïîòðàæ»à çà òèì ïðîèçâîäîì (ó õè§à-
äàìà). Ïðåòïîñòàâèìî äà àêî jå öèjåíà 30 KM, ïîòðàæ»à je x = 4.
Öèjåíó p(x) £åìî íà£è èíòåãðàöèjîì ôóíêöèjå ïðâîã èçâîäà p′(x)
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ïî ïðîìjåí§èâîj x. Óâåø£åìî ñìjåíó

u = 9 + x2, du = 2xdx, xdx =
1

2
du.

Äîáèjàìî,

p(x) =

∫
−135x√
9 + x2

dx =

∫
−135

u
1
2

1

2
du =

−135

2

∫
u−

1
2du

=
−135

2

(
u

1
2

1
2

)
+ C = −135

√
9 + x2 + C.

Êàäà jå x = 4, èìàìî äà jå

30 = −135
√
9 + 42 + C,

îäíîñíî
C = 30 + 135

√
25 = 705.

Äàêëå, ôóíêöèjà öèjåíå jå p(x) = −135
√
9 + x2 + 705.

5.1.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Íà£è èíòåãðàëå:

(à)
∫
[(x− 1)5 + 3(x− 1)2 + 5]dx;

(á)
∫

2x4

x5+1
dx;

(â)
∫

1
1+e−xdx;

(ã)
∫

3x2+1
3√x3+x

dx;

(ä)
∫
xe

x2

2 dx;

(¢)
∫

dx
x lnx .

2. Ïðåòïîñòàâèìî äà £å çà t ñåäìèöà öèjåíà ïèëåòèíå ðàñòè ïî
ñòîïè îä p′(t) = 3

√
t+ 1 ôåíèíãà ïî êèëîãðàìó ïî ñåäìèöè. Àêî
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jå òðåíóòíà öèjåíà ïèëåòèíå 4.30 KM ïî êèëîãðàìó, êîëèêà £å
öèjåíà áèòè íàêîí îñàì ñåäìèöà?

3. Êàäà jå ìàøèíà ñòàðà t ãîäèíà, áðçèíà ïðîìjåíå »åíå
âðèjåäíîñòè jå −720e−

t
5 êîíâåðòèáèëíèõ ìàðàêà ïî ãîäèíè. Àêî

jå íîâà ìàøèíà êóï§åíà çà 6000 KM, êîëèêî £å îíà âðèjåäèòè
íàêîí 10 ãîäèíà?

4. Àêî jå ôóíêöèjà ãðàíè÷íèõ ïðèõîäà äàòà ñà GP (q) = 2q+1
q+5 , è àêî

jå óêóïíè ïðèõîä 16 íà íèâîó ïðîèçâîä»å 5, îäðåäèòè ôóíêöèjó
óêóïíèõ ïðèõîäà.

5.2 Ïàðöèjàëíà èíòåãðàöèjà

Àêî ñå ó ïîäèíòåãðàëíîj ôóíêöèjè íàëàçè ïðîèçâîä äâèjå ôóíêöèjå,
òàêî äà íèjåäíà ñìjåíà íå äàjå ðåçóëòàò, îíäà ïðèìjå»ójåìî
ïàðöèjàëíó èíòåãðàöèjó. Èäåjà jå äà ñå ïðîèçâîä äâèjå ôóíêöèjå
çàìèjåíè ïðîèçâîäîì èçâîäà jåäíå è èíòåãðàëîì äðóãå ôóíêöèjå.
Ïðåöèçíî, èìàìî:

Òåîðåìà 5.4

Íåêà ñó ôóíêöèjå f è g äèôåðåíöèjàáèëíå íà èíòåðâàëó (a, b), òàäà
âðèjåäè ∫

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−
∫

g(x)f ′(x)dx.
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∫
(2x− 1)e4xdx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u = 2x− 1
du = 2dx
dv = e4xdx

v =
∫
e4xdx = 1

4e
4xdx

∣∣∣∣∣∣∣∣ = uv −
∫

vdu =

= (2x− 1)
1

4
e4x − 2

4

∫
e4xdx =

2x− 1

4
e4x − 1

8
e4x + C.
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∫
x3 ln 2xdx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u = ln 2x
du = 1

xdx
dv = x3dx
v = 1

4x
4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (ln 2x)
1

4
x4 − 1

4

∫
x4

x
dx =

=
x4 ln 2x

4
− x4

16
+ C, x > 0.
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Íåêà jå ôóíêöèjà ãðàíè÷íèõ òðîøêîâà äàòà ñà GT (q) = ln q, êàî
ôóíêöèjà ïðîèçâîä»å q. Àêî ñó óêóïíè òðîøêîâè ïî jåäèíèöè ïðî-
èçâîä»å 2, íà£è ôóíêöèjó óêóïíèõ òðîøêîâà.
Ðjåøå»å. Ôóíêöèjó óêóïíèõ òðîøêîâà, T (q), íàëàçèìî ïàðöèjàë-
íîì èíòåãðàöèjîì:

T (q) =

∫
ln qdq =

∣∣∣∣∣∣∣∣
u = ln q

du = dq
q

dv = dq
v = q

∣∣∣∣∣∣∣∣ = q ln q −
∫

q
dq

q
= q ln q − q + C.
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Çáîã ïðåòïîñòàâêå äà ñó òðîøêîâè ïî jåäèíèöè ïðîèçâîä»å 2, èìà-
ìî äà jå T (1) = 2. Äàêëå,

2 = T (1) = −1 + C.

Îäàâäå ñëèjåäè äà jå C = 3. Çíà÷è, ôóíêöèjà óêóïíèõ òðîøêîâà jå

T (q) = q ln q − q + 3.

Ïðèìjåòèìî äà îâäjå íå ñòàâ§àìî q ó àïñîëóòíó âðèjåäíîñò, jåð ñå
ðàäè î åêîíîìñêîj âåëè÷èíè (êîëè÷èíà ïðîèçâîä»å jå óâèjåê íåíå-
ãàòèâíà âåëè÷èíà).

5.2.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Íà£è èíòåãðàëå:

(à)
∫
x2exdx;

(á)
∫

x
exdx;

(â)
∫ √

x lnxdx;

(ã)
∫
x2e−3xdx.

2. Íåêà ñó ôóíêöèjå ãðàíè÷íèõ òðîøêîâà è ïîòðàæ»å äàòå ñà
GT (q) = (2q + 1)eq − 1

q2
è q(p) = 1−p

4 , ðåäîì. Ïðîìjåí§èâå q è p
îçíà÷àâàjó êîëè÷èíó ïðîèçâîä»å è öèjåíó, ðåäîì. Àêî ñó óêóïíè
òðîøêîâè ïî jåäèíèöè ïðîèçâîä»å 3, íà£è ôóíêöèjó äîáèòè.

3. Áðçèíà ïðîìjåíå ïðîäóêòèâíîñòè ðàäíèêà ïîñëèjå t ñàòè ðàäà
èçíîñè 200te−0.4t jåäèíèöà íåêîã àðòèêëà ïî ñàòó. Êîëèêî
jåäèíèöà àðòèêëà ìîæå òàj ðàäíèê ïðîèçâåñòè ó ïðâà 3 ñàòà, àêî
ó ïðâîì ñàòó ðàäà ïðîèçâåäå 100e−2 jeäèíèöà àðòèêëà?
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5.3 Èíòåãðàöèjà ðàöèîíàëíèõ ôóíêöèjà

Ïîðåä ìåòîäå ñìjåíå, êîä íàëàæå»à èíòåãðàëà ðàöèîíàëíèõ ôóíêöèjà
÷åñòî êîðèñòèìî è òðàíñôîðìàöèjå àëãåáàðñêèõ èçðàçà, êàî øòî ñó:
ïðåòâàðà»å êâàäðàòíîã òðèíîìà ó áèíîì, ðàñòàâ§à»å ðàçëîìêà íà
ïðîñòå ïàðöèjàëíå ðàçëîìêå, äèjå§å»å áðîjèîöà ñà èìåíèîöåì è
ñëè÷íî.
Ó ñ§åäå£åì ïðèìjåðó £åìî ïîêàçàòè êàêî íàëàçèìî èíòåãðàë
ðàöèîíàëíå ôóíêöèjå ó ÷èjåì èìåíèîöó jå êâàäðàòíè òðèíîì êîjè ñå
ìîæå ðàñòàâèòè íà ëèíåàðíå ôàêòîðå.
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∫
dx

1− x2
=

∫
dx

(1− x)(1 + x)

=

∣∣∣∣∣∣∣
1

(1−x)(1+x) =
A

1−x + B
1+x = (A−B)x+(A+B)

(1−x)(1+x) ⇒{
A−B = 0

A+B = 1
⇒ A = B = 1

2

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

2

∫
dx

1− x
+

1

2

∫
dx

1 + x
= −1

2
ln |1− x|+ 1

2
ln |1 + x|+ C

=
1

2
ln
∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣+ C.

Ó ñëó÷àjó äà ó èìåíèîöó ïîäèèíòåãðàëíå ôóíêöèjå èìàìî n (n ≥ 2)
èñòèõ ëèíåàðíèõ ôàêòîðà, ìîðàìî ôóíêöèjó ðàñòàâèòè íà n
ðàçëîìàêà. Òî ïîêàçójåìî ó ñ§åäå£åì ïðèìjåðó.
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∫
x2 + 1

x4 − x3
dx =

∫
x2 + 1

x3(x− 1)
dx =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2+1
x3(x−1)

= A
x + B

x2 + C
x3 + D

x−1 =
(A+D)x3+(−A+B)x2+(−B+C)x−C

x3(x−1)
⇒

A+D = 0

−A+B = 1

−B + C = 0

−C = 1

⇒ A = −2, B = −1, C = −1, D = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

− 2

∫
dx

x
−
∫

dx

x2
−
∫

dx

x3
+ 2

∫
dx

x− 1
=

− 2 ln |x|+ 1

x
+

1

2x2
+ 2 ln |x− 1|+ C.

Óêîëèêî ñå ó èìåíèîöó ïîäèíòåãðàëíå ôóíêöèjå íàëàçè ïîëèíîì
ñòåïåíà 2, ïîñòóïàìî íà ñ§åäå£è íà÷èí.
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∫
x3 − x

(x2 + 1)2
dx =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x3−x
(x2+1)2

= Ax+B
x2+1

+ Cx+D
(x2+1)2

= Ax3+Bx2+(A+C)x+(B+D)
(x2+1)2

⇒
A = 1

B = 0

A+ C = −1

B +D = 0

⇒ C = −2, D = 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫
x

x2 + 1
dx− 2

∫
x

(x2 + 1)2
=

1

2
ln(x2 + 1) +

1

x2 + 1
+ C.



Ãëàâà 5. ÈÍÒÅÃÐÀËÍÈ ÐÀ×ÓÍ 177

5.3.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. Íà£è èíòåãðàëå:

(à)
∫

x
x2+5x+6

dx;

(á)
∫

x2+3x+3
x(x+2)2

dx;

(â)
∫

dx
x(1+x2)2

;

(ã)
∫

x3

(x−1)(x2−4)
dx;

(ä)
∫

2x4−x3−5x2−3x+10
x3−x2−4x+4

dx;

(¢)
∫

3x2−2x−4
(x−1)(x2−4)

dx.

2. Íåêà jå ôóíêöèjà ãðàíè÷íèõ òðîøêîâà äàòà ñà GT (q) = q
q2+3q+2

,
ãäjå jå q êîëè÷èíà ïðîèçâîä»å. Àêî ñó óêóïíè òðîøêîâè íà
íèâîó ïðîèçâîä»å 2 jåäèíèöå ðîáå ln 16 êîíâåðòèáèëíèõ ìàðàêà,
êîëèêè ñó óêóïíè òðîøêîâè çà ïðâèõ 8 jåäèíèöà ðîáå?

5.4 Îäðå¢åíè èíòåãðàëè

Ïðåòïîñòàâèìî äà æåëèìî íà£è ïîâðøèíó ôèãóðå îãðàíè÷åíå êðèâîì
y = x(4− x), èçìå¢ó ïðàâèõ x = 0 è x = 4. Ñèòóàöèjà jå ïðèêàçàíà íà
ñëèöè èñïîä.
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Ïîøòî íåìàìî îäãîâàðàjó£ó ãåîìåòðèjñêó ôîðìóëó çà èçðà÷óíàâà»å
îâå ïîâðøèíå, jåäèíè íà÷èí äà òî óðàäèìî jå àïðîêñèìàöèjîì ïîâðøè.
Íàjjåäíîñòàâíèjå jå àïðîêñèìèðàòè ïîâðøèíó ñà ïîâðøèíîì êâàäðàòà
ñòðàíèöå 4, êàî øòî jå ïðèêàçàíî íà äî»îj ñëèöè.

Ïîáî§øàíó àïðîêñèìàöèjó £åìî äîáèòè àêî ïîäèjåëèìî èíòåðâàë [0, 4]
íà 4 jåäíàêà ïîäèíòåðâàëà, à çàòèì ñàáåðåìî ïîâðøèíå ÷åòèðè
ïðàâîóãàîíèêà ïðèêàçàíèõ íà ñ§åäå£îj ñëèöè.

Ñëè÷íî èìàìî àêî àêî ïîäèjåëèìî èíòåðâàë [0, 4] íà 8 jåäíàêèõ
ïîäèíòåðâàëà:
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Íà êðàjó £åìî ïðèêàçàòè àïðîêñèìàöèjó ïîâðøèíå êàäà jå èíòåðâàë
[0, 4] ïîäèjå§åí íà 100 jåäíàêèõ ïîäèíòåðâàëà:

Ó îïøòåì ñëó÷àjó, íåêà òðåáàìî íà£è ïîâðøèíó ôèãóðå îãðàíè÷åíå ñà
ãðàôèêîì ôóíêöèjå y = f(x), íà íåêîì èíòåðâàëó [a, b]. Äèjå§å»åì
èíòåðâàëà íà n jåäíàêèõ ïîäèíòåðâàëà, ïîâðøèíó àïðîêñèìèðàìî ñà
Ðèìàíîâîì èíòåãðàëíîì ñóìîì

R =

n∑
i=1

f(x∗i )∆x,

ïðè ÷åìó jå ∆x = b−a
n äóæèíà ïîäèíòåðâàëà, xi = a+ i∆x,

x∗i ∈ [xi−1, xi], i = 1, 2 . . . n .
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Íà îñíîâó ñâåãà ðå÷åíîã, ìîæåìî óâåñòè ïîjàì îäðå¢åíîã èíòåãðàëà
ôóíêöèjå y = f(x) íà èíòåðâàëó [a, b], ó îçíàöè

∫ b
a f(x)dx, êàî:∫ b

a
f(x)dx = lim

n→∞

n∑
i=1

f(x∗i )∆x.

Íàïîìè»åìî äà jå îâäjå ôóíêöèjà y = f(x) Ðèìàí-èíòåãðàáèëíà. Âèøå
î Ðèìàí-èíòåãðàáèëíîñòè çàèíòåðåñîâàíè ÷èòàîöè ìîãó íà£è ó [3], [9].
Ñ§åäå£à òåîðåìà (�óòí-Ëàjáíèöîâà ôîðìóëà) íàì äàjå ïîñòóïàê çà
ðà÷óíà»å îäðå¢åíîã èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 5.5

Íåêà jå f : [a, b] → R íåïðåêèäíà ôóíêöèjà è íåêà jå F : [a, b] → R
áèëî êîjà »åíà ïðèìèòèâíà ôóíêöèjà. Òàäà jå∫ b

a
f(x)dx = F (b)− F (a).
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∫ 2

1

x− 4

x3
dx =

∣∣∫ x−4
x3 dx =

∫
1
x2dx− 4

∫
dx
x3 = − 1

x + 2
x2

∣∣ =(
− 1

x
+

2

x2

)∣∣∣2
1
=
(
− 1

2
+

2

4

)
−
(
− 1

1
+

2

1

)
= −1.

Íåêå ïðèìjåíå ó åêîíîìèjè. Àêî ïðîöåñ óâå£à»à êàïèòàëà
ïðàòèìî íåïðåêèäíî ó âðåìåíó t, òàäà êàïèòàë ìîæåìî èçðàçèòè êàî
ôóíêöèjó îä t, K(t). Ñòîïà óâå£à»à êàïèòàëà ó òðåíóòêó t, dK

dt , jå
jåäíàêà ñòîïè íåòî èíâåñòèöèjà êîjà ñå ìèjå»à ó âðåìåíó t, I(t). Çà
îäðå¢èâà»å ôóíêöèjå êàïèòàëà íà íåêîì èíòåðâàëó [0, t] êîðèñòèìî
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�óòí-Ëàjáíèöîâó ôîðìóëó:∫ t

0
I(t)dt = K(t)−K(0) ⇒ K(t) =

∫ t

0
I(t)dt+K(0),

ïðè ÷åìó jå K(0) ïî÷åòíà âðèjåäíîñò êàïèòàëà.
Ó ãåîìåòðèjñêîì ñìèñëó, êàïèòàë jå ïîâðøèíà èñïîä ãðàôèêà
ôóíêöèjå èíâåñòèöèjà:
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Íåêà jå ñòîïà èíâåñòèöèjà äàòà ñà ôóíêöèjîì I(t) = 12t
1
3 è íåêà

jå ïî÷åòíè êàïèòàë 25. Íà£è ôóíêöèjó êàïèòàëà, K(t), è êîëè÷èíó
àêóìóëèðàíîã êàïèòàëà íà èíòåðâàëó [0, 1].
Ðjåøå»å.

K(t) = 25 +

∫ 1

0
12t

1
3 = 25 + 9t

4
3 .

Êîëè÷èíó àêóìóëèðàíîã êàïèòàëà íà èíòåðâàëó [0, 1] äîáèjàìî êàî

K(1) = 25 + 9 · 1
4
3 = 34.
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5.4.1 Çàäàöè çà âjåæáà»å

1. (à)
∫ 1
0 (x

2 − 3x+ 4)dx;

(á)
∫ 4
0 (

√
x− 1√

x
)dx;

(â)
∫ 4
0

x
x+3dx;

(ã)
∫ e
1

lnx
x dx;

(ä)
∫ 2
−2 xe

−xdx.

2. Îäðåäèòè ïîâðøèíó ôèãóðå îãðàíè÷åíå ñà ëèíèjàìà y = x,
y = 1

x , x = 2 è x = 0.

3. Îäðåäèòè ïîâðøèíó ôèãóðå îãðàíè÷åíå ñà ëèíèjàìà y = x3 è
y = x2.

4. Íåêà jå ñòîïà èíâåñòèöèjà äàòà ñà ôóíêöèjîì I(t) = 2t
2
3 .

Îäðåäèòè êîëè÷èíó àêóìóëèðàíîã êàïèòàëà îä êðàjà ïðâå äî
êðàjà îñìå ãîäèíå.

5. Íåêà jå ôóíêöèjà ãðàíè÷íèõ òðîøêîâà äàòà ñà GT (q) = 3(q − 4)2,
ãäjå jå q êîëè÷èíà ïðîèçâîä»å. Çà êîëèêî £å ñå ïîâå£àòè óêóïíè
òðîøêîâè àêî ñå êîëè÷èíà ïðîèçâîä»å ïîâå£à ñà 6 íà 10
jåäèíèöà?
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