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Poglavlje 1

LINEARNA ALGEBRA

Motivacijski primjer 1.1. Promatramo lanac od cetiri duéana, By, By, Bs
i By. Svaki od njih prodaje osam vrsta robe, Vi, ..., Vs. Neka a;; ozacava
ukupnu prodaju robe V; u ducanu B; u odredenom mjesecu, izraZenu u $.
Prikladan nacin za prikazivanje ovih podataka je matrica formata 8 x 4.
Npr. matrica A:

a1 G122 a13 Q14 Vi

21 Q22 A23 A4 Vo

A=
ag1 dgy (g3 dg4 Vs
B By, By By

U matrici A retci predstavljaju vrstu robe, a stupci duéane.

Kako bismo interpretirali da je ay3 = 2257
Odgovor: Prodaja robe V7 u du¢anu Bs iznosi 225% za taj odredeni mjesec.

1.1 Uvodi pojam matrice

Matrica je pravokutna shema brojeva, parametara, funkcija ili varijabli, a
clanovi te sheme nazivaju se elementima matrice.

11 G2 ... dip

A — 21 Q22 ... d2p m
m1 Am2 ... Gmp
N ;% _



A je primjer matrice s m redaka i n stupaca. Kazemo da je A formata
m x n. Koristimo i oznake A,,x,, A(m,n) ili zapisujemo A = [a;;],7 =
1,....m, j57=1,... n.

Primjer 1.2. Ispisite matricu A formata 3 x 2 ¢iji su elementi a;; =i+ j.

Rjesenje. Matrica A je formata 3 x 2, Sto znaci da se sastoji od 3 retka i 2
stupca. Stoga ¢ poprima vrijednosti 1, 2 1 3, a 7 poprima vrijednosti 1 i 2,
tj. 1 =1,2,3, 7 =1,2. Sada racunamo elemente matrice:

a11:1—|—1:2, CL12:1+2:3
a21:2+1:3, a22:2+2:4
CZ31:3+1:4, a32:3+2:5

Trazena matrica je:

b

Il
NN
S

DZ 1.3. Ispisite matricu A = [a;;] t.d. a;; = (i—j)*, i=1,2, j=1,23.

Rjesenge.

1.2 Tipovi matrica

e kvadratna: Vrijedi m = n, oznacavamo ju s A,.
Pr.

-1 4 3
AeM,, A=| 2 —-05 03

3 V2 1



e dijagonalna: Vrijedi A € M, i a;; = 0,7 # j.
Pr.

-1 0
A€ My, A_[O\ﬁ]
[0 0
BeM, B-= 0 O}
[« 0 0
ceM;, C=101b 0], abceR
_0 0 c

e skalarna: Vrijedi: A je dijagonalna i svi elementi na glavnoj dijagonali
su joj jednaki.
Pr.

-2 0
A€ M, A_[O _2]

e jedini¢na: Dijagonalna i svi elementi na glavnoj dijagonali su joj jed-

naki 1. Jedini¢na matrica formata n x n (ili reda n) oznacava se s I,,.
Pr.

LeM, L=[1]=1€eR

[QGMQ, [2:|:1 O:|

0 1
(1 0 0
[3€M3, [3: O 1 O
001
10 ... 0
01 ...0
I,eM, I,= : 0
(00 0 1
N———
n

Napomena: Vrijedi A, - I,, =1, - A, = A,,VA, € M,.

e nul matrica: Ay, za koju vrijedi a;; = 0, i = 1,...,m,
j=1,...,n.



Pr.

SO ocoo o

o O
[

Zadatak 1.4. Odredite parametre x,y € R takve da matrice A i B budu

jednake ako su:

[x4+3 4 —2x 4

1 2y
[z 1 1oz -y
b) A= | 2y 0|, B:{ ]
|1 0 vy 2y
Rjesenje.  a)
A, B € M,
r+3=-"2r=>3x=-3=>zr=—-1
1=1
4=4

2u=14+y=y=1

b) A € M3y, B € My3 = matrice nisu usporedive.

Zadatak 1.5. Odredite parametre a,b € R takve da je A+ 2B = %C’, ako su

2a 1 b 0 4 2
Sl KO R 0 B P



Rjesenge.

Izjednacavanjem odgovaraju¢ih elemenata dobivamo:

2a 4+ 2b =2
1=1
0=0

a+2=2=a=0=0b=1

Zadatak 1.6. Odredite parametre x, y € R takve da je
IR
11 2 5 1 6 5
Rjesenge.

Prvo, primijetimo da matrice mozemo mnoziti:

(2x3)-(3x2)=(2x2).

14144 24142 6 >

N = =
— =N

_ [:U+y+2y 2x+y+y} _ [:U—i—?;y 2z + 2y



Izjednacavanjem odgovarajucih elemenata dobivamo:

r+3y=-—1 /- (=2)

20 + 2y =2
6=6 VvV
5=5 V
—2x — 6y =2
20 4+ 2y =2

—4qy=4 = y=-1
r=—-1-3y=-14+3 = z=2

DZ 1.7. Odredite parametre x, y € R takve da je

A REEIR |

Rjesenge.

Zadatak 1.8. Odredite parametre x, y € R takve da su matrice A i B
komutativne s obzirom na mnoZenje, ako su

|l 2y 110
]oeelis]

Rjesenge.
AB = BA
|z 2y | |1 0] _|z+2y Gy
am= 5 s =[ Y

|10 2 2y | _ x 2y
BA_[l 3] [3 1:|_|:$—|—9 2y+3]



[zjednacavanjem elemenata dobivamo:

r+2y==x
by=2y = y=0
4=24+9 = x=-5
3=2y+3

Napomena: Opcenito je AB # BA!

DZ 1.9. Pokazite da matrice A © B nisu komutativne:
1 2 11
A:{1oy B‘{ll}
Rjesenje. Provjerimo da je AB # BA.

Zadatak 1.10. Riyesite matricnu jednadzbu AXB=C, ako je

A:{}é} B=[1 3], C:[_g_E}

Rjesenge.
€
A X B = C = X—[ }
(2x2) (2x1) (1x2) (2% 2) L2
1 2 T i 0 0
el [m]rer-[ s )
131+25(72 i 0 0
RS IERIE
Ty + 21‘2 = 0 = —2+2$2 =0
3171 + 6%2 = 0 vV 2ZE2 = 2
X1 = =2 Ty = 1
31’1 = —6 V
x- (4]



—2

DZ 1.11. Pokazite da je B = 1 | wnverz matrice A =

_ o =
_ o O

tj. da vrijedi B = A~L.

Rjesenje. Provjerimo da vrijedi AB = BA = I. Tada je B= A1

Napomena: Inverz dijagonalne matrice:

1
dl a .
D= " D= -
d, =
Pr.
% 0 0 3 00
A=105 0] = A't=]0 10
0 01 0 01
1.3 Transponirane i simetricne matrice
¢ Transponiranje matrice
Pr.
1 2
A:[; 8 _g} = AT=1] 00
—4 3
2x3 = 3% 2
Pr.
2
X=13 = XT=[2 3 1]
1
X e M31 = XT € M13
(vektor stupac) (vektor redak)

¢ Simetriéna matrica
(A S Mn t.d. je AT = A, tJ Qj; = Qg , \V/Z, ])

S = =
NN
o~ O



1
A=10 - AT =
6

w ot O
N W O
o O =
OJCIY‘O
N W O

¢ Antisimetri¢cna matrica
(A S Mn t.d. je AT = —A, tJ Aj; = —0yj, VL ])
(Napomena: elementi na dijagonali su jednaki 0.)

Pr.
01 —V2
A= -1 0 0
V2 0 0
1
Zadatak 1.12. Izracunajte A- AT i AT - A, ako je A = (2)
3
Rjesenge.
1 1 20 3
2 2 4 0 6
To_ , _ NS
A A 0 [1 2 0 3] 000 0 = Simetricnal
3 36 009
4x1 1x4 4 x4
1
AT - A4 = [120 3] (2) = [14] = 14 = Simetricnal
3
1x4 4x1 1x1

O

Zadatak 1.13. Za koje je wvrijednosti parametara x, y € R matrica AB
simetricna, ako su

z y 0 -1 2 0
A=112 0 4|, B= 30 —1]7
0 = 1 04 1



Rjesenge.

O

Zadatak 1.14. Ispisite sve elemente matrice A tako da ona bude antisime-
tricna.

A= a 11, a€eR
V3
Rjesenge.
0 —a —V3
A= a 0 =1 |, a€R
V3 1 0
O
Zadatak 1.15. Ako su dane matrice A 1 B,
01 2 2 00
A=| -1 0 -1|, B=|0 2 0|,
-2 1 0 00 2
izracunajte 2A + B - AT,
Rjesenge.
Uoéimo, AT = —A, B=2-1, paje
2A+B- AT =2A+2] - (—A) =
=2A—-2]-A=
000
=2A-2A=0=0 0 O
00O
O

10



1.4  Vektorski prostor R"

Prisjetimo se, matri¢ni prikaz vektorskog prostora R” je prostor Mj,,. Cini ga
skup uredenih n-tork: realnih brojeva sa definiranim operacijama zbrajanja
i mnozenja skalarom.

Te n-torke nazivamo vektorima.

1.4.1 Vektori, operacije, linearna kombinacija

Zadatak 1.16. Zadani su vektoria = (1,2,2), b= (0,0,3), ¢ = (—2,4,—3).
Izracunaj a — 2b 4+ 2c.

Rjesenge.
a—2b+2c=(1,2,2)—2-(0,0,—-3) +2-(—2,4,-3) =
=(1,2,2) — (0,0,—6) + (—4,8,—6) =
=(1,2,2)+(0,0,6) + (—4,8,—6) = (—3,10,—10)
O
Zadatak 1.17. Ako je 3-(x,y,2) +5-(—=1,2,3) = (4,1,3), nadite x, y, z.
Rjesenge.
(3z,3y,3z) + (—5,10,15) = (3x — 5,3y + 10,32z + 15) = (4,1, 3)

3r—5=4 =3r=9 =z=3
y+10=1 =3y=-9 =y=-—
3z+15=3 =32=-12 =z2=—-4

O

Zadatak 1.18. Izrazite vektor (4,—11) kao linearnu kombinaciju vektora
(2,-1) i (1,4).

Rjesenge.
(20, —av) + (B,45) = (4, —11)
200 + B = 4 = 2a0—2=4
—a + 48 = —-11 /-2 20 =6 =>a=3
200 + B = 4
—2a + 88 = -—-22
98 = —18 =[=-2

11



Zadatak 1.19. Odredite parametre x, y € R tako da matrica U bude line-
arna kombinacija matrica V 1 Z sa skalarima 2 © —1, ako su

1 x 0
U=|2|,V=|1]|,2= Yy
3 1 -1
Rjesenge.
U = 2V — Z
1 T 0 2x
2 = 211 — Y =1|2—y
3 1 —1 3
20 =1 = ax= L
T = x—2

1.4.2 Skalarni produkt vektora

Zadatak 1.20. Nadite skalarni produkt vektora a i b, ako su a = (1,-2,3),
b=(-3,2,5).

Rjesenge.
a-b=1-(-3)+(-2)-2+3-5=-3—-4+4+15=8
O

Zadatak 1.21. Osoba A kupila je 3 kg tresanja, 4 kg krusaka, 3 kg narandzi
i 5 kg jabuka. Osoba B je kupila 2 kg tresanja, 2 kg narandzi, 4kg jabuka 1
nije kupila kruske.

Neka 1 kg tresangja kosta 0.75%, kruSaka 0.608, narandzi 0.50% i jabuka 0.408.
Neka x4 i xp oznacavaju vektore kupnji redom osobe A i osobe B, a vektor
p = (0.75,0.60,0.50,0.40) neka oznacava cijene.

Koji je ukupni vektor kupnje osoba A i B zajedno? Koliko su skupa potrosili?

12



Rjesenge.
Ukupni vektor kupnje:

T N J
gatazg = (3,4 , 3 ,5)+ (2,0,2,4)
= (5, 4 )

Potrosnja:

p- (x4 +25) = (0.75,0.60,0.50,0.40) - (5,4,5,9)
=0.75-5+0.60-4+0.50-5+0.40 -9
= 12.25$

OJ

Zadatak 1.22. Odredite vektor x = (=3, x9,x3) koji je okomit na vektore
a=(4,3,6), b=(2,1,4).

Rjesenge.
rla =a-z=0

b =b-r—=0 } okomitost vektora

Rjesavamo sustav:

4. (—3) + 3332 + 6263 = 0
3.232 + 61,‘3 = 12 /Z (—3)
To -+ 41‘3 = 6
—Tro — 21‘3 = —4
To -+ 41‘3 = 6
23 = 2 = r3 =1

=z =(-3,2,1)
0

Zadatak 1.23. Poduzece proizvodi rucne satove, budilice 1 zidne satove.

13



Neka je
50
k= | 30 | wektor prodanih kolicina,

10

[ 120

c=| 50 | wvektor cijena (v EUR),

| 150

[ 20

t= 1| 10 | wektor troskova po komadu (v EUR).
25

a) Izracunajte i interpretirajte skalarni produkt k- ¢ = klc.
b) Lzracunajte i interpretiragte k -t = k™t.

c) Interpretirajte k - (c —t) = kT (c — t).

d) Je li poduzece profitabilno?

Rjesenge.
a)
120
k-c=klc=[503010] | 50 | =
150
= 50-120 4+ 30 - 50 4 10 - 150 = 9000
= ukupni prihod poduzeca
b)
20
kTt =[503010] | 10 | =
25
=50-20+30-10+10-25 = 1550
= ukupni troskovi poduzeca
c)

KT (c—t) = kTc — k"t = 7450 = ukupna dobit poduzeca

d) Poduzeée je profitabilno jer je k7 (c —t) > 0.

14



DZ 1.24 (Zadatak s testa).
Odredi sve matrice drugog reda koje komutiraju s matricom

1 -2
A= { L } .
Uputa. Stavimo
B:{“ 2} AB = BA.

Dobivamo:

DZ 1.25 (Zadatak s testa).
Rijesite matricnu jednadzbu AX — X B = C, ako je

(12 o= [1i) e T3 0]

Uputa. Stavimo

DZ 1.26 (Zadatak s testa).
Odredite vrijednost polinoma P(x) = z* + 22? — 3z — 8 za matricu

1 -2 1
A=12 =3 1
1 -1 2

Uputa. P(A) = A*+2A% —3A — 8L, pri cemu je A2 = A- A; A = A%. A2

1.4.3 Linearna nezavisnost vektora

Zadatak 1.27. Provjerite linearnu nezavisnost vektora:

&

I
W N O
<
I
I
w
w
Il



Rjesenge.
Za «, (3,7 € R promatramo relaciju

ar+ Py+vz= 0

6 0 0 0

o 2 5 5 +y 0 _ 0
3 -3 7 0

4 1 -2 0
b6a =0 =a=0
20 + bHp =0 =p=0

Ja — 38 + 7y = 0 =v=0
da + L — 2v = O/

Dakle, tzv. trivijalno rjeSenje je jedino rjeSenje ovog sustava, pa su vektori
linearno nezavisni. ]

Zadatak 1.28. Prikazite vektor x kao linearnu kombinaciju vektora y i z,
ako sux = (—1,1,0), y=(2,-1,1), 2= (0,2,0).

Rjesenge.
Q@ Y + B z = x
2 0 -1
« -1 + 0 2 = 1
1 0 0
2a = -1 =a= —%
—a + 26 = 1
o = 0 =a=0
—— ]

Sustav nema rjeSenja, pa x ne mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju
odyiz. O

Zadatak 1.29. Je li moguce neki od vektora

1 -1 2
r=| -2, y= 0, z=1| —2
1 -2 3

prikazati kao linearnu kombinaciju preostalih?

16



Rjesenge.
To je moguce ako su vektori x, y, z linearno zavisni.

ar+ fy+vz= 0
1 —1 2 0
al|l =2 |+ O(+~v| -2]|=1|0
1 2 3 0
a — B + 2y =0
—2a — 2y =0 = o= —7
a — 28 + 3y =0

- B+ v =0 =p0=7v ~7€R

- 28 + 2y = 0 V
Sustav ima beskonacno rjesenja, pa su vektori linearno zavisni, dakle, moguce
je jedan od njih prikazati kao linearnu kombinaciju preostalih. 0]

Zadatak 1.30. Odredite parametar t € R takav da su vektori x, y, z line-
arno nezavisni, ako su x = (0,2,0), y=(—1,0,%), z=(2,0,1).

Rjesenge.
Zelimo da relacija
ar + By +yz= 0
0 —1 2 0
al2|+p O|l+~|[0|=]0
0 t 1 0
bude zadovoljena samo za a = =y = 0.
- B + 2y =0
2a =0 =a=0
gt + v =0
- B+ 2 0 =y=15
LB+ v =0 /(=2

—28t—B = 0
B(=2t—1) = 0

Mi zelimo da iz ovoga slijedi da je 5 =0 (tada je iy = 0)
1
= —2t—1#0 :>t7é—§

Dakle, za t # —% vektori su linearno nezavisni. UJ

17



1.4.4 Baza vektorskog prostora

Zadatak 1.31. PokaZite da vektori a = (1,1,0), b = (0,1,1), ¢ = (1,0,1)
¢ine bazu od R3.
Nadite koordinate vektora x = (3,4,5), tj. prikaZite ga u toj bazi.

Rjesenge.
Posto je rije¢ o tri vektora iz R3, dovoljno je pokazati da su vektori linearno
nezavisni:

aa+pBb+ve= 0
1 0 1 0
all|+B8|1|+v[0]=]0
0 1 1 0
o + v =0 =9=-a
a + B = 0 =f=—«
g+ v =20
—a — a = 0 =22a0a=0 =a=0 =a=p=7=0

= Vektori su linearno nezavisni, pa ¢ine bazu za R3.
Nadalje,

r = aa+ b+ e

3 1 0 1

4|l =a|ll | +B8| 1| +7]0

5 0 1 1

o + v =3 m>a=3—79
a + o] = 4

B+ V=95 =h8=5-1
3=y + 5—v = 4

2y = 4 =v=2, a=1, =3

18



Vektor = u bazi {a, b, ¢} jednak je x = (1, 3, 2).
——

Koeficijenti iz linearne kombinacije

O

Zadatak 1.32. Provjerite da li skup vektora S = {a,b} ¢ini bazu od R® ako
sua=(1,0,0), b=(0,—2,0).

Rjesenge.
Skup {a,b} nije baza od R? jer je k({a,b}) = 2 # 3 = dim R?. O

Zadatak 1.33. Provjerite da li skup vektora S = {a,b,c} ¢ini bazu od R?
ako sua = (—1,0), b=(0,2), c=(1,1).

Rjesenge.
Skup {a, b, c} ne ¢ini bazu od R? jer je k({a,b,c}) = 3 # 2 = dim R?. O

1.5 Rang matrice

Rang matrice je maksimalan broj linearno nezavisnih redaka (=maksimalan
broj linearno nezavisnih stupaca) matrice.

Zadatak 1.34. Odredite rang matrice A, ako je:
a)

1012
A=121 3 1/,
12 3 3
b)
2 0

I
|
O =
|
W DN
|
W =

N

I
= DN

(@]
Bl NS

Rjesenge.
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a) Primijetimo da je matrica tipa 3 x 4, pa joj je najve¢i mogudi rang 3.

[[1] 01 2 (1 0 1 2
A= | 2 1 3 1 |1+~ 0 1 -3
i 1 2 3 3 |r-(—y+1r _0 2 2 1 IT-(=2) 4+ IIT
10 1 2 (10 2 1
~ 011 =3 ~ 01 -3 1
L O O O 7 3.stupac<>4.stupac L O O 7 O /i (=T7)
(1 0 2 1 70rsco 1 1 0 0 1
~ |01 =3 1 |mwes ~ 0101
00 0 |00 10
= r(A) =3
b)
(2 0 2 | [[1] 0 1
A= 1 -2 -1 ~ 1 -2 -1 |r(un+m
|0 3 3 /s 0 1 1
1 0 1 1 0 1
~ |0 =2 =2 |nn ~ |0 [1]1
0 1 1 0 1 1|yt
1 0 1
~ |0 11
|0 0 0
= 7r(A) =2
c)
0 1 101
A= 2 0 2 |r-(—2+11 ~ 0 0 0
% 0 % (-1 4111 0 00

= r(A)=1

DZ 1.35. Odredite rang matrice A, ako je:

@)

A

235 —1
—loo1 o],
112 1
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b)

= O N
SN O
O = O

Rjesenje. a) r =3, b)r=2.

Zadatak 1.36. Odredite parametre a, b € R takve da je rang matrice
r(A) =2, ako je

2 6 -3 —4
A=1]1 3 1 -2
a b 6 —2
Rjesenge.
[2 6 -3 —4 Jron 1 3 1 =2
A: 1 3 1 —2 i 2 6 _3 _4 1.stupac<> 3.stupac
L a b 6 _2 L a b 6 _2 2.stupac<+ 4.stupac
[ -2 1 3 (1 -2 1 3
~ -3 —4 2 6 | rs3+m1 ~ 0 —10 5 15
L 6 -2 a b I-(—6)+1IIT _0 10 CL—6 b—18 IT-14 111
1 -2 1 3 1 —2 1 3
~ | 0 =10 ) 15 |/icwp ~ 0 1 —% —%
_O 0 a—1 b—3 _O 0 a—1 -3
Vidimo, r(A) = 2 ako i samo ako vrijedi:
a—1=0=a=1
b—3=0=5b=3.
U]

Napomena:

e A je regularna <= svi stupci (retci) linearno nezavisni <= r(A) je
maksimalan.

e A je singularna <= stupci (retci) linearno zavisni <= r(A) nije
maksimalan.

e A je regularna <= ima inverz.
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Zadatak 1.37. Provjerite da li je skup vektora {a, b, ¢} baza vektorskog
prostora R3, ako sua = (2,1,1), b= (1,3,2), ¢=(1,0,1).

Rjesenge.

Skup {a, b, c} ¢e biti baza od R? ako su ta tri vektora linearno nezavisna, tj.

ako je rang matrice ovih vektora (poslazemo ih u stupce ili retke) maksimalan,
tj. r(A) = 3.

2 11 [[1] 21
A= |1 3 0 ~ 1 30 |rcn+n
_1 2 1 |rem L 2 1 1 I-(=2)41II
(1 2 1 o 10 3
~ |0 -1 ~ 01 —1
_0 —3 =1 |mr-3+411 _0 0 —4 | 1
(1 0 3 (i o (1 0 0
~ 101 =1 |m (i ~ 010
[ 00 [0 01

= r(A)=3 (maksimalan) = linearno nezavisan skup = bazal O
DZ 1.38. Razapinje li skup wvektora {a, b, ¢, d} prostor R®, ako su
a=(1,0,1), b=(2,1,0), ¢=(0,0,1), d =(-1,0,0)7

Rjesenge.

Vektori ée razapinjati prostor R? ako medu njima postoje tri linearno neza-
visna vektora, tj. ako je r(A) = 3:

120 -1 1 2 0 =172+
A= [0 10 0 ~ |0 0 0
_1 01 0 _I»(71)+III 0 -2 1 1 I1-2+II1
(1.0 0 —1]
~ 1010 0
001 1

= r(A)=3 = vektori razapinju R?.
Medutim, skup {a, b, ¢, d} nije baza tog prostora jer su vektori linearno
zavisni, no to se vidi i odmabh jer je k({a, b, ¢, d}) =4 # 3= dim R3. O

Zadatak 1.39. Diskutirajte rang matrice A u ovisnosti ot € R ako je

A:

—_ =
—_ k=
&~ =
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Rjesenge.

1 1 t
0 t—1 1—t
0 1—t 1—1¢2

~J

] =r(A) =1.

— O O

— O O

— O O

~Y

t£1

IT-(=1)+IIT

II-(=1)+1

|

t
—1
141

1
0
0

/:(t-1) v
/:(1-¢)

0 t—1 1—t¢
0 1—t 1—1¢2

|
]

1 0 t+1

-1

00 241

01

= A=

~Y

t=-2

1 0 -1
-1 | =r4) =2
00 O

01

£ —2

(=t+1)+1

IIT -

IIT 411

1 0 t+1
/:(2+1)

00 2+4+1¢

=r(A) =3

1,

=r(A) =

t=1

t

2,

=r(A)

teR\{-2,1} = r(A)

2

3.
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DZ 1.40. Odredite t € R takav da je matrica A reqularna, ako je

-2 =2 2
A= t 1 =2
t 2 -1

Rjesenje. t # 3 = r(A) =3 = A regularna

1.6  Sustavi linearnih jednadzbi

Sustave linearnih jednadzbi ¢emo rjesavati tzv. Gauss-Jordanovim pos-
tupkom koji proSirenu matricu sustava elementarnim transformacijama nad
recima svodi na kanonsku matricu.

”Stari srednjoskolski postupak” éemo zaboraviti!

Teorem 1. (Kronecker-Capelli): Sustav linearnih jednadzbi Az = b ima
rjesenje (konzistentan je) ako i samo ako vrijedi r(A) = r(A[b)'.

Zadatak 1.41. Rijesite sustav:

r + 2y + z = 4
2r + y + 2z =
v + 2y 4+ 3z = 12

ot

Rjesenge.
Promatramo proSirenu matricu sustava i radimo transformacije na njoj:
[ 2 1| 4 1 2 1] 4
2 1 2| 5|t~ 0 =3 0 | =31/,
| 3 2 3 | 12 |13+ 0 —4 0 | 0| s
(1 2 1 | 4 w2+ 101 | 2
~ |0 0] 1 ~ o010 1
| 0 1 0 ‘ 0 IT-(=1)+III 000 | —1
=0-2+0-y+0-2=-1
0=-1 =&
r(A) =2, r(Alb) =3 =1r(A) #r(Alb) = nema rjesenjal O

LA|b je oznaka za prosirenu matricu sustava.
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Zadatak 1.42. Odredite a € R takav da je sljedeéi sustav nekonzistentan:

r — vy = a
—2r + y + 2z = a-—1
—x + 3z = a+1
Rjesenge.
[[1] -1 0 | a 1 -10 | a
-2 1 2 | a—1 |r2+11 ~ 0 -1 2 | 3a—1 |/ -y
i —1 0 3 | a-+1 |r+rmr 0 -1 3 ‘ 2a + 1
-1 —1 0 | a IT+1 1 0 =2 ’ 1—2a
~ |0 -2 | —3a+1 ~ |01 =2 | =3a+1
_0 —1 3 | 2a + 1 IT+ 11T 00 1 ’ 2—a

r(A) =3=r(Alb), Va€R = nepostoji a € R takav da je sustav

nekonzistentan!

DZ 1.43. Odredite b € R takav da sljedecéi sustav ima rjesenje:

1 + 3xe + bSL’g =D
21‘1 + bl’g
-1 + 3I2 = b — 2

I
b

Rjesenje. konzistentan Vb € R
Teorem 2. Pretpostavimo da sustav Ar = b ima rjesenje, odnosno da je
r(A) = r(A|b). Tada vrijede sljedece tvrdnje:

1. Ako je r(A) < n (rang matrice sustava manji je od broja nepoznanica
n), tada sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja.

2. Ako je r(A) = n (rang matrice sustava jednak je broju nepoznanica n),
tada sustav ima jedinstveno rjesenje.

Uocimo, nadalje, da r(A) ne moze nikada biti ve¢i od broja nepoznanica n
jer je n ujedno i broj stupaca matrice A.

Zadatak 1.44. Rijesite sustav:

r — 2y + 3z = 1
r + 2y — z =
2 — 3y + 2z = L
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Rjesenge.

[[1] =2 3 | 1] (1 -2 3 | 1
1 2 =1 | 0 |ren+r~ 0 4 —4 | -1
| 2 -3 2 | ]__I~(—2)+III _0 1 —4 | -1 IT « IIT
(1 -2 3 | 17 i2+r 1 0 -5 | -1
~ 10 [1] -4 | -1 ~ 0 [1] -4 | -1
| 0 4 -4 | =1 | o+ | 0 0 12 | 3 | /a2
1 0 =5 | =1 ] rs4r 1OO|%1
~ 101 —4 | -1 ~ 01 0] 0
00 [L] [ % |mrasn 0011 3
- X vV Z
r(A) =3; r(A|b) =3
T 1
4
= |y | =10
2 i
OJ
Zadatak 1.45. Rijesite sustav:
2.%1 + T + r3 = 7
Ty + 21’2 + 21’3 = 11
—x + Tro + r3 = 4
Rjesenge.
(1] 2 2 | 11] 12 2 | 1
2 11| 7|t~ 0 -3 =3 | —15
L _1 ]. ]. | 4 _I+III O 3 3 | 15 II1 4111
1 2 2 | 11 ] i (eoy 41 100 |1
~ |0 1| 5 ~ |0 11]5
O 0 0] O 000/ O
- N Xy z
r(A) =2 =r(A|b) = sustav ima rjesenje.
x =1
y + z2 =95 =y=90—=z
Skup rjesenja je jednoparametarski. Stavimo z = u € R,
x 1
— |y |=]|5—u|;uelk
z U
O
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Zadatak 1.46. Rijesite sustav:
r + y - w = )
r —y — 22 + w = 1
Rjesenge.

(1] 1 0 -11]5 1 1 0 -1 5
I-(=1)+11I /:(=2)

1T -1 -2 1 | 1

(e}
|
O]
|
[\)
o)
|
W

o[t 10 -1 5]11,(_1)+1 N {1 0 -1 0 |3}
0 [1] 1 -1 2 9{;%—3“2
r(A) =2 =r(Alb) = sustav ima rjesenje.
r=3+z2
y=2—z+w

Skup rjesenja je dvoparametarski. Stavimo z =u, w =1, u, t € R,

T 3 + u 3 1 0

— | Y| = 2 - uwr = 2 +u -1 +t L ;u, teR.
z U 0 1 0
w t 0 0 1

Zadatak 1.47. Rijesite sustav:

r +y — z = 4
r + vy + z = 2
Rjesenge.
(1] 1 -1 ] 4] 11 -1 ] 4
11 1 | 2|t 0 2 | =21/
11 =1 | 4 (s [110|3]
0 0 |1 -1 0 01 -1
| - Xyz‘

r(A) =2 =r(Alb) = sustav ima rjeSenje.

y=3—x

z= —1
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Skup rjesenja je jednoparametarski.

DZ 1.48. Rijesite sustav:

31&
-2
QJH

To +
+ 31@

+ 2z +

Rjesenje. Sustav nema rjesenja!

Stavimo x = u,

4I3 - 5$4
+ 2x4

31q

T3
31@

u € R,

-1
0

;ueR.

Zadatak 1.49. Rijesite sustav u ovisnosti o parametru [3:

_l_

+

X
21ﬁ
T

_|_
+

T2
T2
41@

Rjesenge.

(1] 11 1 |5

1] 4

= r(A) =2=r(Ab)

1 | 5
—6 |,

I-(=2)+II

| ﬁ I-(=1)+IIT

= r(A) =2, r(A]b) =3

:(=3)

+

Z3
3323

Xyq
Xy
+ 4dxy

~Y

= p

=~ Ot

1 1 | 5
1 -3 | -6
| 65

= Sustav nema rjesenja!

= Sustav ima rjesenje:

Y

S O =

28

1

_

0

1 1|5
1| 2
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4
$1:3—§$3

$2:2+§l‘3—$4

Stavimo x3 =u, x4 =1; wu, t € R:

$1 3 — 3Zu 3 -3 0
1 1
— | T2 | = |2+ oqu — U |2y, 5 |+t | L ;u, t €R.
T3 Uu 0 1 0

Teorem 3.: Homogeni sustav (sustav kod kojeg je b = 0, tj. Az = 0)
uvijek ima barem trivijalno rjesenje (z = 0).
Ako je m = n (broj jednadzbi=broj nepoznanica), razlikujemo 2 slucaja:

e r(A) =n <= Dpostoji samo trivijalno rjesenje,

e r(A) <n <= pored trivijalnog, postoji i netrivijalno rjesenje, tj.
beskonacno mnogo rjesenja.

Zadatak 1.50. Za koju vrijednost parametra t € R sustav ima netrivijalno
rjesenje, ako je:

T = ty
y= tz
2=t
Rjesenge.
Promatramo sustav:
r — ty = 0
y — t’2 = 0
3z — z =0
(1] =t 0 |0 L =t 0 | 07 e
0 1 =210 ~ 0 [1] =2 ] 0
| 20 -1 | 0 |7 411 0o t* -1 | 0 |1 -e+r
(10 - | 0
~ 101 —t2 |0
| 0 0 -1 10

29



Sustav ima netrivijalno rjesenje < r(A) <3
St —1=0
s PE-1)FE+1)=0
S(t-1D)A+t+)t+1)(1—t+t*) =0
ste{-11}.

DZ 1.51. Odredite parametar t € R takav da sustav

xr + vy — z =0
2 — y + z =0
r —y + tz =0

ima samo trivijalno rjesenje.

Rjesenje. Sustav ima samo trivijalno rjesenje < r(A)=3.

= teR\{1}

Zadatak 1.52. Dane su funkcije ponude i potraznje za model trZista dvaju
dobara:

d = 18 — 3]71 + D2
s1 = —2 + 4y

d = 2 + p — 2p
S9 = -2 -+ 3p2,

pri cemu je:
dy — kolicina potraznje za dobrom 1,
dy — kolicina potraznje za dobrom 2,
s1 — kolicina ponude dobra 1,
So — koli¢ina ponude dobra 2.

Odredite ravnotezne vrijednosti na trzistu.

Rjesenge.
Ravnoteza na trzistu:
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Rjesavamo, dakle, sustav:

18 — 3p1 + po = -2 + 4py
2 + p1o— 2pp = -2 +3p2
m — p2 = 20
— p + dpp = 4

Rjesavamo sustav G-J metodom:

7 -1 ] 20 -1 5 | 4]/
_—1 5 | 4 I~ II

N'—5|—4

[1 -5 | —4
7 —1 ’ 20 I-(=7)+1I 0 34 | 48 /34

'1—5|—4}H.5+1 [10|%]
01 | % 01 ] =
. 52 ., 24
= p1_1_77 2_ﬁ
., 174
= dlz 1_1—7,
.« 038

O

Zadatak 1.53 (IS-LM analiza).
Trziste je roba jedne dvosektorske ekonomije u ravnotezi kad je Y = C' + 1,
pri cemu je

Y-dohodak,

C—potrosnja,

I—1nvesticije.
Trziste je novca u ravnotezi kad je ponuda novea (M) jednaka potrazinji za
novcem (My), gdje se ova potonja sastoji iz transakcijske potraznje i potraznje
iz predostroznosti (M), te $pekulativne potraznje (M, ).
Promatramo jednu dvosektorsku ekonomiju u kojoj je

C = 48 + 08Y

I = 98 — 75
M, = 250

M, = 0.3Y

M, = 52 — 150¢
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gdje je i kamatna stopa.

Odredite vrijednosti dohotka i kamatne stope za koje su 1 trZiste roba i trZiste
novca u ravnotezi.

Rjesenge.
IS (ravnoteza na trzistu roba)
Y=C+1
Y =48 +0.8Y + 98 — 75¢
= 02Y +75—146 =0

LM (ravnoteza na trzistu novca)
Mg =M; + M,
250 =0.3Y + 52 — 150z
= 0.3Y — 1500 — 198 =0

Dakle, rjesavamo sustav:

0.2Y + 75 = 146
0.3Y — 150¢ = 198

175 |146]/,5 N [[1] 375 |730]
|3 150 | 198 5 150 | 198 |1
[[1] 375 | 730] [ 1 375 | 73011,.(_375)“
B N O N
1 0 | 700

) [0 L —]

= ravnotezni dohodak Y* = 700

2
ravnotezna kamatna stopa i* = — = 0.08

25

Zadatak 1.54 (Zadatak s testa).
Rijesite matricnu jednadzbu AX = B ako su dane matrice

-1 2 3 01 2
A= 0 -1 2 ¢+ B=1]101
0 0 -1 210
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Rjesenje. Ako je A regularna (tj.

At/ AX =B

X=A'B
—16
X=| -5
-2
ili (mozda) laksi nacin
A B
 —T— —
1 2 31012
0 -1 2] 101/
_0 0 —=1 | 21 0|/
(10 ~7 | =2 —1 —4 lurores
~1 01 =2 | —1 0 —1 {12411 ~
100 | -2 -1 0

Zadatak 1.55 (Zadatak s testa).

ima inverz)
X = A7!'B, ina¢e moramo moramo mnoziti AX.

mozemo naci rjesenje kao

Rijesite matricnu jednadzbu X A = B ako su dane matrice

1 3 2
A= 2 2 -1 1 B =
-3 —4 0
Rjesenge.
XA=B/"T
ATXT:BT
1 2 -3 \ 1 -3 0
= 3 2 —4 \ 10 27 ~
2 —1 0 | 10 7 8
AT BT
6 2 3
==X=141 3
5 2 3

33

Zmagi,
—4
-1
0
1 -2 =3 ] 0 -1 -2
01 —21] -1 0 -1
0 0 1| -2-1 0
1 00| —16 —8 —4
010] -5 -2 -1
001 -2 -1 0
N—— N ~ 4
I X

O
1 10 10
-3 2 7
0 7 8
1001645
0101212
001] 333
——— N——

I e
O

II-2+1



Zadatak 1.56 (Zadatak s testa).
Ispitajte linearnu nezavisnost vektora

—_ O = =

Ako su vektori linearno zavisni, prikazite jedan od njih kao linearnu kombi-
naciju preostalih.

Rjesenge.
B C A
(1] 1| =27/ (1] -1 | 2
1 1] 3|ien 0 2|1
2 0 | 5 |resm 0 2| 1 |mcvsm
i 1 -1 | 2 |r+1v | 0 0|0
—1 —1 | 2 II»%-&-I _1 0 ’ %
1o |1 o g
0 010 00 ] 0
0 00 00| 0

Rang prosirene matrice sustava je 2, $to je strogo manje od maksimalnog
ranga proSirene matrice sustava koji je jednak 3 = A, B i C su linearno
zavisni vektori i vrijedi

5 1
A=-B+-C.
5 +2C’

1.7 Invertiranje matrica
Matrica A ima inverz A~! ako i samo ako vrijedi
A A=A A=1

Stoga je invertiranje matrice zapravo ekvivalentno rjeSavanju matriéne jed-
nadzbe.

[E N
[ s R

1
Zadatak 1.57. Odredite A~' ako je zadano A= | 2
2
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Rjesenge.

8
|

(1] 111100 1 1 1] 100
220010 o+ ~[0 0 =21 =210 |nom
21100 1 |rcoem 0 -1 -1 ] =20 1
(11 |10 0 Juss 10 0] -1 0 1
~l0 (1] =1 [ =201y~ |01 1| 2 0 =1 |uwcy+n
(0 0 -2 ] =21 0]/} 00 [L]] 1 -2 o0
100 | -1 0 1
~l010]| 1 4 -1
0011 1 -5 0
T N—— N——
I A
(-1 0 1
= A7l = 1 5 -1
| 12 0
O
1 1 0]
Zadatak 1.58. A= | 2 —1 2 | . Odredite A"
30 2|
Rjesenge.
[[1] 10 100 1 10] 100
2 =12 | 010 |rcosn ~|0[-3]2] =210
i 3 02|0011-(—3)+111 0 —32|—30111-(—1)+111
1 101 1 00
~10 =32 -2 10
0 00| -1 -1 1

Iz posljednjeg reda vidimo da je rang matrice A jednak 2, dakle manji od
maksimalnog, sto znaci da A nije regularna i nema inverz.

= pA.

DZ 1.59. A = . Odredite A,

NSRS V]
_ o
=N O
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DZ 1.60. A =

SN =
— = O

1
1 | . Odredite A~1.
1

Rjesenje. A~! ne postoji.

1.8 Determinante

Determinante se definiraju za kvadratne matrice. Najopcenitija metoda za
racunanje determinante neke matrice je Laplaceov razvoj determinante.

Laplaceov razvoj determinante

Laplaceov razvoj determinante moze se provoditi po bilo kojem (jednom)
stupcu ili retku matrice. Pretpostavimo da je dana matrica A € M,, s ele-
mentima a;;. Ako u matrici A izbriSemo i-ti redak i j-ti stupac, dobivamo
novu matricu A;j € M,,_1. Njena determinanta (|A'~j|) naziva se subdeter-
minanta ili minora.

Laplaceov razvoj po i-tom retku:

()

Al =) (1) ay| Ayl
j=1
Laplaceov razvoj po j-tom stupcu:
Al =) (=) a4y

=1

Iz Laplaceovog razvoja slijedi da se determinanta matrice formata 2 x 2
racuna prema formuli

a b
e d ‘ =a-d—c-b.
2 3 1
Primjer 1.61. Neka je A= | 0 5 2 |. Izracunajte |A| Laplaceovim
0 —4 -2

razvojem

a) po 1. retku,
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b) po 1. stupcu.

Rjesenge.
a)
2 3 1
|Aj=10 5 2 :2-(—1f+1w _i 9 W+3-(—1f+2-‘8 _g
0 —4 —2
0 5
C(_1\1+3 |
+1-(=1) ‘0 ﬂJ
=2-(-10+8)-3-0+1-0=2-(-2)=—4
b)
2 3 1 T
Al=|0 5 2 :ﬁ-(—1f+1w 4 _2'4—0+0
0 —4 —2
=2-(—-10+8) = —4
O
Napomena:

Pametno je izabrati onaj stupac ili redak u kojem ima vise nula jer tako
imamo kradi racun.

Sarrusovo pravilo
Koristi se za racunanje determinanti matrica iskljucivo tipa 3 x 3. Za
ostale tipove matrica Sarrusovo pravilo ne moze se primijeniti!

Primjer 1.62. a)

+ + 4+
10 1]10
2 2 3(22 =1-2-3+0-3-14+1-2-0—
103[10

- - - ~1-2:1-0-3-1-3-2-0=
—6-2=4
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b)

+ + o+
2 0 2|2 0
0 -1 3|0 -1 =2-(=1)-(=3)4+0-3-0+2-0-0—
0 0 —=3|0 0

_ _ - _0_(_1).2_0.3-2—(—3)‘0'0
=6

Dakle, prema Sarrusovom pravilu determinanta matrice formata 3 x 3 se
racuna tako da se s desne strane dopisu prva dva stupca matrice, zatim se
zbroje umnosci elemenata na dijagonalama koje se protezu u smjeru SZ-JI, a
potom se od dobivenog zbroja oduzmu umnosci elemenata na dijagonalama
koje se protezu u smjeru JZ-SI.

Nekoliko pravila za racunanje determinanti:

Zamjenom dva retka ili dva stupca matrice, njena determinanta mijenja
predznak.
Primjer:

Ako matrica ima nul redak ili nul stupac tada joj je determinanta jed-
naka nuli.
Primjer:
0 1
‘ 0 —9 '—O~(—2)—0~1—0

Transponiranjem matrice njena determinanta ostaje ista. Primjer:

‘:; T‘Z(—l)-l—(—Q)a::s
‘_; _i ‘:(—1)-1—2-(—2):3

Zbroj determinanti dviju matrica koje se razlikuju samo po jednom
retku (ili stupcu) jednak je determinanti matrice koja se sastoji od
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redaka (ili stupaca) koji su bili isti u polaznim matricama i retka (ili
stupca) koji je jednak zbroju redaka (ili stupaca) koji su bili razli¢iti u
polaznim matricama.

Primjer:
1 -2
9 4‘1 4—-2-(-2)=8
1 3
9 _1‘1-(—1)—2-3—7
1 =243 |1 1] 011 B
:>24+(_1)‘—‘23'—13 2-1=1=8+(-7)

Determinanta matrice koja ima dva jednaka ili dva proporcionalna
retka (ili stupca) jednaka je nuli.
Primjer:

1 3
‘5 15 '—1-15—5-3—0

Determinanta matrice dobivene mnozenjem skalarom o € R samo jed-
nog retka (ili stupca) pocetne matrice jednaka je determinanti pocetne
matrice pomnozenoj istim tim skalarom .

Primjer:

1
‘4 ‘_12—4-2_—m
‘2

Determinanta gornje ili donje trokutaste matrice jednaka je umnosku
elemenata na glavnoj dijagonali. Ta ¢injenica slijedi direktno iz Lapla-
ceovog razvoja determinante.

== N0 W

2.3 2 6
2‘_‘42’_22—46_—m_24—m)

Determinanta svake jedinicne matrice jednaka je 1. Ta ¢injenica slijedi
takoder direktno iz Laplaceovog razvoja determinante.

Ako u matrici nekom retku (ili stupcu) dodamo neki drugi redak (ili
stupac) pomnozen skalarom « € R, determinanta ostaje ista.

39



Primjer 1.63.

12 -2 11 2 -2

211 3o+ - 0o -1 -3 7

312 1lcwoem |0 =2 -4 7

-1 54 2fw 0 6 6 0
—1 =3 T |rcnqr 1 10
= 1- (- | -2 -4 7 = | -2 -4 7
6 60 6 60

11
= —7-‘6 6‘——7-(6—6)—0
Napomena:

A je regularna < JA™! < r(A) je maksimalan < det(A) # 0

A je singularna < A~ & r(A) nije maksimalan < det(A) = 0

Zadatak 1.64. Provjerite linearnu nezavisnost vektora a = (1,1,0), b =
(1,0,1), ¢=1(0,1,1).

Rjesenge.
Vektori su linearno nezavisni < je matrica sastavljena od tih vektora punog
ranga < je determinanta te matrice # 0.

1 1
-4+ = |0 —1
1

O~
— O
— = O
— = O

11
_1-‘ | 1‘_—1-1—1-1_—2

o

—2 # 0 = vektori su linearno nezavisni

Zadatak 1.65. Odredite parametart € R t. d. sustav

T+ y + 2z =t
-r + ty + z = 0
r — 2y + =z

I
~

ima jedinstveno rjesenge.
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Rjesenge.
Sustav ima jedinstveno rjesenje < r(A) maksimalan < det(A) # 0.

1 11 1 1 1 11 1
_1 t 1 I+ 11 — O t+1 2 . stupac <> 3. stupac— — 0 2 t+1
1 =2 1 v+ 1 -3 0 00 -3
=—1-2-(=3)=6+#0
= V¢ € R sustav ima jedinstveno rjeSenje
O

Zadatak 1.66. Odredite parametar x € R takav da matrica A ima inverz
ako je

14+ 1 1
A= 1 142 1
1 1 14+
Rjesenge.
A ima inverz < det(A) # 0.
1+zx 1 1 I+ 1r+1 3+x 3+x 3+
1 1+ 1 = 1 1+ 1
1 1 14+ 1 1 14+
1 1 111
:(3—1-.1')’ 1 1+=x 1 I (=1)+IT :(3—1-513)' 0O =z O
1 1 14+x -0+ 0 0 =z
:(3—|—$)-x27é0

=c#-31izx#0 tj. xzeR\{-30}

Zadatak 1.67.

T Yy oz 1 1

1
r -y zZ|=x-Yy-z 1 -1 1 v+
1

T Yy —z 1 -1 - (—1)+III
1 1 1
=xyz- |0 =2 0 |=ayz-1-(=2)(—2) =4zyz
0 0 -2
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Zadatak 1.68. Odredite parametar x € R t.d. matrica

z 7
A=11 =z 1
—4 =z
bude regularna.
Rjesenge.
x T 2 lr+rr+r r+3 z+3 z+3
1 z 1 = 1 T 1
2 —4 x 2 —4 T
1 1 1 1 1 1
:(x—i—?))- 1 r 1 o+ :(ZL’+3)~ 0 z—1 0
2 —4 x - (—2)+ 111 0 -5 Tz — 2
z—1 0
=(x+3)- 5 r—9 =(x+3)(z—1)(x—2)#0

=c#-3, x#1, x#2 tj. xeR\{-31,2}

Zadatak se mogao rijesiti i preko ranga no preko determinante je puno
lakse. 0J

Zadatak 1.69. Odredite parametar a € R t.d. vektori x = (2a,2,2), y =
(1,a,1), z=(1,1,a) ne ¢ine bazu od R3.

Rjesenge.
20 1 1
A= 2 a 1
2 1 a
2& 1 1 a 1 1 IIr4+11+1
2 a 1|=2-11 a 1
2 1 a 1 1 a
a+2 a+2 a+?2 1 11
=2- 1 a 1 :2(a—|—2)~ 1 a 1 | (—y+1r
1 1 a 1 1 a I (—1)+IIT
1 1 1
=2(a+2)- |0 a—1 0 |=2a+2)(a—1)>=0
0 0 a—1
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O
Teorem (Binet-Cauchy):
Neka su A, B € M,, dvije matrice. Tada vrijedi:
det(A - B) = det(A) - det(B).
Napomena:
Neka je A € M,, matrica i a € R skalar. Tada vrijedi:
det(a- A) = o™ - det(A).
Primjer 1.70. Izracunajte det(C), C € My, ako je det(3C) = .
Rjesenge.
1 1 1., 3
= =det(zC) = (5)" - det(C) = det(C) = + = 2.
8 2 2 6
O
1 2 3 2 8 16
Primjer 1.71. Neka su A= |0 2 4 |, B= |0 1 2 |. Ako vrijedi
0 01 00 2
XA = B, izracunajte det X .
Rjesenge.
XA=B /det
det(X A) = det(B)
det(X) - det(A) = det(B)
det(B)
det(X =4/2=2
= det(X) = det(A) /

Matrica algebarskih komplemenata:

Neka je dana matrica A € M,, s elementima a;;. Ako u matrici A izbriSemo
i-ti redak i j-ti stupac, dobivamo novu matricu A;j € M,,_1. Njena determi-
nanta (]AZ]D naziva se subdeterminanta ili minora. Pripadni Algebarski
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komplement definiramo kao A;; = (—1)i+j\A;j|. Oznacimo sa Agx matricu
¢iji su elementi upravo definirani algebarski komplementi. Matrica alge-
barskih komplemenata definira se kao transponirana matrica matrice Ay,

tj. kao matrica A*, pri ¢emu je
A* = AT

Matrica algebarskih komplemenata je ponekad korisna za racunanje inverza
matrice. Vrijedi:

-1 _ 1 *
~ det(A)
Primjer 1.72. Odredite A~' pomoéu matrice algebarskih komplemenata ako
je
1 2 1
A=1[111 0
2 0 —1
Rjesenge.
1 0 1 0
All = (-1)2 0 _1 ' — —1 A12 = (—1)3 2 _1 ’ — 1
11 2 1
A13 = (-1)4 2 0 ‘ = A21 = (-1)3 0 —1 ’ =1
1 1 1 2
A22 = (-1)4 9 _q ' = -3 A23 = (—1)5 2 0 ' =4
2 1 11
A31 = (—1)4 10 ‘ = —1 Agg = (—1)5 10 ' =1
1 2
_1)6 _
A33 - ( 1) 1 1 ‘ 1
-1 1 =2 -1 2 -1
=Ag=| 2 -3 4 |=2A=AL=|1 -3 1
-1 1 -1 -2 4 -1
1 1 1 -2 1
= A7 = A= — A'=-A=| -1 3 -1
det(A) -1 9 4 1

Zadatak 1.73. Ispitajte je li matrica AA*AT € My regularna ako je
0 -1
a=[2 ]
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Rjesenge.
det(AA*AT) = det(A - det(A) - A~ - AT) = det(2- A- A~" . AT)
=det(2-1- AT) = det(2A7) = det(2A) = 2% - det(A) =4-2 =8

OJ

Zadatak 1.74. Odredite sve vrijednosti odt € R t.d. je A=t = A, ako je

1ot
A_[O 1 }

Rjesenge.

(R R

=2t+1)=0=>t=-1

DZ 1.75. Za koju vrijednost t € R sustav

r + y — tz =0
20 + ty + =z
tx + y + 2z =0

I
o

a) ima samo trivijalno rjesenge,
b) ima i netrivijalno rjeSenje?

Rjesenge.

a) Sustav ima samo trivijalno rjesenje < ima jedinstveno rjesenje < r(A)
maksimalan < det(A) # 0
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b) Sustav ima i netrivijalno rjesenje < r(A) < maksimalan < det(A) =0

1 1 —t
2t 1 |=...=0=t=...
t 1 1
OJ
1 -1
DZ 1.76. Da li je moguce neki od vektorax = | =2 |, y= 0|, z=
1 -2
2
—2 | prikazati kao linearnu kombinaciju preostalih?
3
Rjesenge.
1 -1 2
—2 0 =2 | =0= Vektori su linearno zavisni = moguce je.
1 -2 3
OJ

Zadatak 1.77. Da li je moguce neki od vektora x,y,z (iz proslog zadatka)
prikazati kao linearnu kombinaciju preostalih? Ako jest, prikaZite ih.

Rjesenge.
Istovremeno gledamo rang i rjeSavamo sustav ax + Sy = z, pri ¢emu su « i
[ nepoznanice.

o B
(1] -1 ] 2 (1 —1 | 2]

—2 0 ‘ —2 I-2+11 ~ 0 —2 | 2 IIT <+ 11
1 -2 | 3 |icosm [0 =1 | 1 |y
(1 =1 | 2T+ 10| 1

~|0 | -1 ~10 1] -1
_0 —2 | 2 I1-24 111 _0 0 | 0
o f

= rang prosirene matrice sustava je 2 = vektori su linearno zavisni

a=1 pf=-1
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1 —1 1
Zadatak 1.78. Zadani su vektoria= | 2 |, b= 0 |, ec=10

1 —1 2
Odredite vektor v € R® t.d. su skupovi {a,b,z} i {a,c,z} linearno zavisni i
(a,7) = a’z = 6.

Rjesenge.
TR = = (11,79, 73)

{a,b,z} linearno zavisni:

1 -1 T
2 0 i) :$1<—2)—£U20+3732:O
1 -1 T3

{a, ¢, z} linearno zavisni:

1 1 I

2 0 z|=x1-4—29-1423-(—2)=0
1 2 xs3

a’r =6 = x,+203+23=206
Dakle, imamo sustav
41’1 — Ty — 21’3 = 0
Ty + 21’2 + T3 = 6
¢ijim rjesavanjem dobivamo

r = (x1,29,23) = (1,2,1)

Zadatak 1.79. Izracunajte det(X) ako je AX — B =2X, gdje je

a=[ e LS ]

Rjesenge.

AX -2X =8B
(A—20)X =B /det
det(A —21) - detX = detB
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det(B)
det(A — 21)

det(A—QI):det([ -1 -1 } _[2 o})

= detX =

1 -1
:det({ _13 :; }): 10
det(B) =10

-2 1

DZ 1.80. Rijesite matricnu jednadzbu X A = B ako su dane matrice

-1 2 3 01 2
A= 0o -1 2 1 B=1]1 01
0O 0 -1 210
Rjesenge.
I. nacin
XA=B /- A"
X =BA™!
II. nacin
XA=B /"
ATXT = BT

Sada se rijesi taj sustav:

[AT | BT ]~en [T ] XT].

DZ 1.81. Rijesite matricnu jednadzbu X A = B, pri ¢emu je

SRR

48



Rjesenge.
detA=1+#0 = postoji inverzna matrica, A~*

— X = A'B.

Zadatak 1.82. Rijesite matricnu jednadzbu AX = B, pri cemu je

13 4 7
A‘[—z —6]’ B_{—zs —14]

Rjesenge.

detA=—6+6=0 = ne postoji inverzna matrica A~'!

zZ v

o RS | MO Y

Dolazimo do sustava:

Stavimo X = [ vy ]

r + 3z = 14

Y + v = 7

—2x — 6z = —28

- 2y — 6bv = —14
1 0 3 0] 14 1030 |
o 1 0 3| 7 010 3 |
-2 0 -6 0 | —28 [-2+4 111 0000 |
0 -2 0 -6 | —14 241V 0000 |

= = 14 -3z
y = 7 —3v, z, veR
:>X:{14—32 7—30}7 . weR
z v

Zadatak 1.83. Rijesite matricnu jednadzbu AX +1 = A+ BX, za
1 2 2 1
e[ -3
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Rjesenge.
AX —-BX=A-1
(A-B)X=A-1

-1 1

CX =D, C::A—B:{ N

RS

detC =1#0 = postoji C!
=X=C"'D

-1 -1 0 2 0 -2
:X{ 0—1}'[0 0}{0 0}
Zadatak 1.84. Rijesite matricnu jednadzbu AX +C = X B, za

Sl E Y B B

Rjesenge.
AX — XB=—-C — ne mozemo izluciti X (nekomutativnost)!
:>uzmemoX:[x y}
Z v
2 0 oyl [z y 1 0] [ 1 6]
-1 1 AR z v 0 —1] | -1 0]
2z 2y | —y | __ 1 6|
—r+2z —y+v z —v | | -1 0
T 3y | [ 1 6]
- —y+2v | | -1 0

Dolazimo do sustava:

r=1 =z=1

Jy=6 =y=2

—r=—-1 Vv
—y+2v=0 =0v=1

1 2

:X:{Z 1

}, z€eR
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Zadatak 1.85. Odredite sve matrice B koje komutiraju s matricom A,
01
=0 1)
Rjesenge.

Uzmemo B = [x y}.Tadaje:
z v

1.9 Problem linearnog programiranja. Graficko rjesenje.

Problem: Zadana je neka funkcija (tzv. funkcija cilja) kojoj treba odrediti
maksimum, odnosno minimum na zadanom skupu. Skup je zadan nejedna-
kostima (tzv. ograni¢enjima). Nasa metoda je graficka.

Primjer 1.86. Odrediti max{x + y}, uz uvjet

T+ 3y <6,
x, y>0.
Rjesenge.

f:R* =R, f(z,y) =z+y — funkcija cilja (njoj trazimo maksimum)
v 3y <06 ogranicenja
z, y=>0 s )
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eMetoda:

Prvo u koordinatnoj ravnini nacrtamo skup S odreden ogranicenjima. To je skup
mogucih rjeSenja.

Sada duz skupa S povlacimo paralelne pravce f(z) = konst. i gledamo koju maksi-
malnu konstantu mozemo posti¢i, a da odgovarajuéi pravac sijece skup S u jednoj
ili vise tocaka. Ta konstanta je maksimum funkcije f na skupu S, a tocka (ili
tocke) presjeka su tocke ravnine u kojima se taj maksimum postize.

Crtamo:

r+3y==6 r+y=0
=0 =y=2 r=0 =y=0
y=0 =2x=06 r=1 =y=-1

z+y=0

Iz slike oc¢itavamo:

((L'*,y*) = (6’0)7 f* = 6.

Primjer 1.87. Odrediti max{z + 3y}, uz uvjet
T+ 2y <9,
41y <6,
r < 4,
x, y>0.
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Rjesenge.
Postupak je analogan onom u prethodnom primjeru.
Crtamo skup S i skup paralelnih pravaca x + 3y = const.:

r+2y =9 r+y =6 r+3y =0
r=0 =y=45 r=0 =y=6 r=0 =y=0
y=0 =2z=9 r=06 =y=0 r=-3 =>y=1
Y
~ 6\0\

8
+
w
<
Il
—
w
ot
/
/
/
/
=
f e
/
/
7/

1

0————/L

rz+3y=0

S
o
’

Iz slike oc¢itavamo:
(x*,y*) = (0,4.5), f*=13.5.
O

Primjer 1.88. Pretpostavimo da ste ustedjeli svotu od 5000 kn koju sada
zelite orociti u banci tako da dobijete i neke kamate na njth. Banka A odo-
brava 6% godisnjih kamata, a banka B 10% godisnjih kamata. No, kako je
banka A starija i sigurnija, prihvacate strategiju da u banku A uloZite najma-
nje tri puta vise nego u banku B. Sastavite linearni program koji ce osigurati
maksimalne godisnje kamate i rijesite ga grafickom metodom.

Rjesenge.
Varijable odlu¢ivanja su:
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x— koli¢ina novca ulozena u banku A,
y— kolic¢ina novca ulozena u banku B.
Ogranicenja:
z+y <5000 (nemamo vise od 5000 kn),
x >3y (radi vece sigurnosti banke A),

x, y >0 (nenegativne koli¢ine novca).

Kamate u banci A:
6% od x = -5 . x = 0.06x

100
Kamate u banci B:

10% od y = $2- -y = 0.1y
—> Ukupne kamate: 0.06z + 0.1y — max
Dakle, dolazimo do linearnog programa:
Odrediti max{0.06z + 0.1y}, uz uvjet
x +y < 5000,
r—3y =0,
x, y>0.

OJ

Zadatak 1.89. Zamislimo da Zelite napraviti proslavu svog rodendana i od
pica planirate crno i bijelo vino. Vidjeli ste u nekoj vinariji crno vino za 6

kn/L i bijelo za 10 kn/L. Vi u dZepu imate samo 60 kn.
a) Nema dodatnih zahtjeva na kupovinu vina.

b) Znate da ée neki sigurno piti bijelo vino pa odlucite kupiti barem 3L bijelog

mINa.

c) Kupite barem 3L bijelog vina i osim toga vam je 3 puta draze bijelo od

cTrnog vina.

Odredite koliko kojeg vina kupiti u svakom od slucajeva, a da pritom postig-
nemo $to veéu korisnost (tj. da ukupna kupljena kolicina bude Sto je vecéa

moguca,).

Rjesenje. Oznacimo sa x koli¢inu crnog, a sa y bijelog vina koje ¢emo kupiti.

Sva tri slucaja vode na problem linearnog programiranja.

a)

max{z + y}, uz uvjet
6x + 10y < 60,
z, y > 0.
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r+ 10y =60 r+y =0

x = =y=6 (0,6) r=0 =y=0 (0,0
Y= =z =10 (10,0) r=1 =y=-1 (1,-1)
Y
6x + 10y = 60|

z+y=0

Iz slike ocitavamo:

(l’*, y*) = (107 O)
(to je sjeciste sa skupom S "najdaljeg” (u smjeru rasta konstante) pravca
iz familije z + y = const. koji jos uvijek sijece skup S)

Kupit ¢emo 10L crnog vina.

b)

max{z + y}, uz uvjet
6z + 10y < 60,
y=>3
z, y=>0.

Trazimo presjek pravca y = 3 i 6x 4+ 10y = 60:
6r+10-3=60 = =5, y=3 = (5,3).

Kroz (5,3) prolazi pravac x + y = 8 iz familije x 4+ y = const.
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6x + 10y = 60
RN 8

z+y=0

Iz slike oc¢itavamo:
(%, y") = (5,3)

(to je sjeciste sa skupom S "najdaljeg” (u smjeru rasta konstante) pravca
iz familije z + y = const. koji jos uvijek sijece skup 5)

Kupit ¢emo 5L crnog vina i 3L bijelog.

max{z + 3y}, uz uvjet

6x + 10y < 60,
y=3
x, y > 0.
r+3y =20
r =0=y=0 (0,0)

y =1l=z=-3 (-3,1)
Iz slike oc¢itavamo:

(z%,y%) = (0,6)

(to je sjeciste sa skupom S "najdaljeg” (u smjeru rasta konstante) pravca
iz familije z + 3y = const. koji jos uvijek sijece skup 5)

Kupit ¢emo 6L bijelog vina.
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6x + 10y = 60

/

- — — — — — N_ — — =

smjer rasta konstante u a + 3y =
~

-3 0 10\ ~ x
z+3y=0
OJ
Zadatak 1.90. Rijesite problem linearnog programiranja
min{z; + 422}, uz uvjet
T+ 20 > 2,
T1 + X9 < 6,
x1, T2 = 0.
Rjesenge.
T+ X9 =2 1+ o =6 I1+4$2 =0
r1=0 =x9=2 r1=0 =29=6 1 =0 = 1x,=0
To =1 =1 = —4

ro=0 =2, =2
Iz slike oc¢itavamo:

1=6 =29=0

(xylﬁ’xp = (2’0)7 [r=2

(to je sjeciste sa skupom S "najdaljeg” (u smjeru PADA (!min!) konstante)
praveca iz familije x1 + 4xo = const. koji jos uvijek sijece skup 5) O
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X2

smjer pada konstante u x1 { 4xo = const. N N r1 +4x2 =0

1.10 Input-output analiza

Neka je dana input-output tablica

Qi Qz’j q;

gdje je
@; = koli¢ina outputa proizvedenog u i-tom sektoru,
Qi; = koli¢ina outputa i-tog sektora koja prelazi u j-ti sektor
= medusektorska potraznja,
¢; = kolic¢ina finalne potraznje i-tog sektora
= finalna potrosnja i-tog sektora (trziste proizvoda i izvoz).

Nadalje, neka je za svaki sektor ¢ dana ili planirana koli¢ina proizvodnje
(novi @;) ili planirana koli¢ina finalne potraznje (novi ¢;).

Tada novu input-output tablicu racunamo slijede¢im algoritmom:

1. Izra¢unamo matricu tehnickih koeficijenata A = [a;;] = [%j] i matricu

tehnologije T'= I — A iz "starih” varijabli.

Koeficijent a;; kaze koliko jedinica outputa treba doci iz i-tog sektora
u j-ti sektor za proizvodnju jedne jedinice outputa u j-tom sektoru.
Matrica A, odnosno T, je karakteristika neke ekonomije i time kons-
tantna za tu ekonomiju.
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2. Rijesimo sustav jednadzbi ravnoteze T'Q) = q za nove varijable.
3. Iz relacije Q;; = a;;Q; odredimo novu medusektorsku potraznju.

Teorem:

Ukoliko zadani elementi nove input-output tablice predstavijaju proporcionalnu
promjenu u odnosu na elemente stare input-output tablice, onda ce se upravo
za taj faktor proporcionalnosti promijeniti svi elementi input-output tablice.

Kritika modela:

Input-output analiza pretpostavlja podjelu ekonomije neke zemlje na n proiz-
vodnih sektora koji svi funkcioniraju u uvjetima ravnoteze ponuda=potraznja,
pa nema ni zaliha ni nestasica.

Nadalje, kao ulazni podatak koristi planirane (Zeljene) koli¢ine proizvodnje
uz potpuno zanemarivanje cijena (time vrijednosti i profita), a to su karak-
teristike planske netrzisne poljoprivrede.

Na kraju spomenimo i to da model (iako se koristi u svrhu postizanja u
buduénosti zeljenog stanja ekonomije) u potpunosti odbacuje moguénost teh-
noloskog napretka. Naime, konstantnost tehnoloskih koeficijenata ekviva-
lentna je nepromjenjivosti tehnoloskih uvjeta.

Nama su najznacajnije sljedeé¢e formule:
Qi = Zj Qij + 4
Qij = a5Q;

= Qi=>;0;Q;+¢=>Q=A4AQ0—q¢= (I-A)Q=¢q

Zadatak 1.91. Zadana je matrica tehnickih koeficijenata

0.2 0.15 0.1
A=101 03 0.25
0.2 0.2 0.1
1 vektor ukupnih outputa
100
Q=1 200
100

Sastavite pripadnu input-output tablicu.

Rjesenge.
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_ 0. Qi Qij ‘G

Qi = Qs . [100720 30 10| 40

g =Qi— Y Q; 200 | 10 60 25 | 105
J

100 | 20 40 10| 30

O
Zadatak 1.92. Zadana je input-output tablica jedne trosektorske ekonomije:

Qi Qij qi
100 | 30 30 30 | ¢1
150 | 30 20 60 | g9
150 | 20 30 40| g3

Ako se planira novi vektor ukupnih outputa

110

Qnovi = 165 )
165

a tehnoloski wvjeti se ne mijenjaju, sastavite novu input-output tablicu.

Rjesenge.
3 10
Qi:Qi_ZQU =q=| 40
i=1 60
Qi Qi 4
Trm, 110 {33 33 33|11
@novi =11-Q == | 65133 22 66| 44
165 | 23 33 44| 66
OJ
Zadatak 1.93. Zadana je input-output tablica jedne trosektorske ekonomije:
Qi Qij 4i

100 [ 10 40 30| 20
20020 40 60| 80
300|130 40 120 | 110

Ako se planira nova finalna potraznja

24

Gnovi = 96 )
132

a tehnoloski uvjeti se ne mijenjaju, sastavite novu input-output tablicu.
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Rjesenge.

Q; Qij qi
Do = 1.2+ % 120 1 12 48 36| 24
novt 240 1 24 48 72| 96
360 | 36 48 144 | 132

Zadatak 1.94. Zadana je matrica tehnickih koeficijenata

0 01 02
A=103 02 04
0.2 0.3 0.1
1 vektor finalne potraznje
2
q=1 1
19

Sastavite pripadnu input-output tablicu.

Rjesenge.
1 —01 —02
T =I1-A=| -03 08 —04
-02 —0.3 0.9
1 0.6 0.15 0.2 2 10
Q :T_lq:m 0.35 0.86 0.46 1| =120
' 0.25 0.32 0.77 19 30

Sada iz Q;; = a,;@); dobivamo

Qi Qij 4qi
100 2 6

2003 4 12 1
3012 6 3119

Napomena:
Umjesto da racunamo inverz matrice 7', vektor ¢ smo alternativno mogli
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dobiti rjesavajuci sustav T'Q) = ¢:

1 -0.1 -02{ 2 | /0
03 08 04| 1 |/-w0
-0.2 -03 09| 19 |/ w0

10 -1 -2 20

-3 8 -4 10 | s-1+411

-2 -3 9 190 | (=3) 14111
10 -1 -2 20
7 0 -20 | 170 | /-3

-32 0 15 | 130 | /(-2
10 -1 -2 20 | 1r+1
S 0 2 -17
64 0 -30 | -260 | 15- 114111
23 -1 0 3 |/
=77 0 2 -17 | /4
515 0 0 |-515 | /-(—sL)
-2.3 1 0 -3 | 23-IIT+1
3.8 0 1 -8.5 | 3.85-IIT+1II
1 0 0 10
0 1 0 20
0 0 1 30
1 0 0 10

O

Zadatak 1.95. Zadana je input-output tablica neke dvosektorske ekonomije:

Qi Qij q;
200 | 40 50 | 110 |
100 | 80 0 20

Napisite novu input-output tablicu ako je vektor finalne potraznje

[ 120
=1 60 |-
Rjesenge.
Racunamo
11 4 1
AZ{SQ}, TZI—A:{ 5 2}.
5 0 -2 1
TQuon: = Qo — Qs = T s — & 1 3771207 [ 250
novi — AQnovi novi — Anovi — % % % 60 = 160
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Sada iz Qij = CLZ‘ij

Qi Qij qi
=—| 250 | 50 80 | 120
160 | 100 0 60

Zadatak 1.96. Zadana je input-output tablica:

Qi Qij qi
@1 50 20 30 0
Q- | 100 100 50 | 150
Q3 50 20 50 80

Ako se planiraju nove proizvodnje Q1 = 110 i Q3 = 220, te nova finalna
potraznja qo = 165, a tehnoloski uvjeti se ne mijenjaju, sastavite novu input-
output tablicu.

Rjesenge.

5 100

Qi:ZQij+Qi7 zasvakit = Q= | 400

iz1 200
novi Q= 1.1-Q; Qi Qij gi
ovia— 11 mw (1055 227 33] 0
AR 440 | 110 110 55 | 165
novi @3 = 1.1-Qs 220 | 55 22 55| 88

Zadatak 1.97. Zadana je matrica tehnickih koeficijenata

0 0.1 02
A=103 02 04|,
0.2 0.3 0.1

ukupni outputi Q1 = 10 © Q3 = 30, te finalna potrainja qo = 1.
Sastavite pripadnu input-output tablicu.
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Rjesenge.

Qij = a;;Q;, za j =1,3, za svaki ¢
Q:=3+020Q:+12+1 = Q=20

Q'L’Z = aiQQQ, za svaki 7

3
Qi:Qi—Zsz, 1=1,3
=1

Qi Qij q;
. |wfo 2 6

2013 4 12 1

302 6 3|19

Zadatak 1.98. Zadana je matrica tehnickih koeficijenata

0 02 02
A=101 0 04
0.2 04 0

Ukupna proizvodnja prvog sektora je Q@1 = 500, drugog Q2 = 300, a finalna
potraznja drugog sektora je go = 100.
Sastavite pripadnu input-output tablicu.

Rjesenge.
Qij = ai;Qj, za j=1,2,za1=1,2,3
Qa3 = Q2 — Q21 — Q22 — @2

Q23
Q3 =—

23
Q13 = a13Q3
Q33 = a33Q3

3
q; = Qz’_ZQij, 1=1,3

=1

Qi Qij i
500 0 60 75 | 365
300 | 50 0 150 | 100
375 | 100 120 01155
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Zadatak 1.99. Zadana je matrica tehnologije neke trosektorske ekonomaije:

09 -04 —-0.3
T'=]-03 1 =02
-02 —-04 1

Sastavite input-output tablicu ako je ukupna proizvodnja prvog sektora
@1 = 100, a finalna potraznja drugog i treceg sektora gz = 20 ¢ g3 = 6.

Rjesenge.
09 —-04 —-0.3 0.1 04 0.3
T=]1-03 1 -02 — A=I1-T=1]03 0 02
-02 —-04 1 02 04 0

Qﬂ = ailQla 1=1,2,3

Qs = 30+ 0.2Q3 + 20 - B
Qs =20+ 0.4Q, + 6 = Q3 =50, Q2 =60

100 =104+ 0.4Q5 + 0.3Qs + 1 = q =51

Q; Qij qi
100 | 10 24 15| 51
60 | 30 0 10| 20
50 120 24 0| 6

0J

Zadatak 1.100. Zadana je input-output tablica neke dvosektorske ekono-
mije:

Qi Qij qi
Q1 600 1200 600
Q2 | 1200 1200 | 1200

Odredite novi vektor ukupnih outputa ako se finalna potrainja prvog sektora
poveca, a drugog sektora smanji za 10%. Takoder, sastavite novu input-
output tablicu.

Rjesenge.
B 2 .. | 2400
11
Qij . 4 3
Qjj = Q_j = A= L1 ]
2 3
3 _1
4 3
=T =1-A = B 2]
2 3




novi q1 = 1.1- q1 = 660
novi go = 0.9 - g = 1080

Rjesavamo sustav T'() = ¢ za nove varijable:

: —% 660 | /.12
-+ 211080 | /-6
9 41 7920 | 11+1 1
34| 6480 ﬁnoviQ:{zoo].
6 0 | 14400 | /-1 3420
-3 4| 6480 | 3.1+11
1 0] 2400 | /- 12
0 4 [13680 |/ 1
Napomena:
Alternativno smo novi ) mogli dobiti iz
2 17
el 3 3 660
=T q_?’[; 3 [1080]’
2 4 |
Qi Qij i
Qij = a;;Q; =] 2400 | 600 1140 | 660 OJ
3420 | 1200 1140 | 1080
Zadatak 1.101. Zadana je matrica tehnologije
7 1
T = [ ig 75 } )
25 10
ukupni output prvog sektora @)1 = 50 i finalna potrainja drugog sektora

qe = 17. Sastavite pripadnu input-output tablicu.

Rjesenge.
3 1
A=1-T= [ %8 35 }
25 10
7 1
—50— -Q2=q g =21
_ 10 5 1
TQ =q <= 06 - = Oy = T0
- _ =1 2 =
250 T =1
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Sada iz Qij = CLZ‘ij

Qi Qij q;
—| 50 | 15 14 | 21
70 | 32 21 | 17

Zadatak 1.102. Zadana je input-output tablica

Qi Qij q;
200 | 40 80 | 80
240 | 80 60 | 100

Ako se ukupni output prvog sektora smanji za 10%, a drugog povecéa za 20%,
za koliko % se promijeni finalna potraznja pojedinih sektora?

Rjesenge.
novi Q1 = 0.9Q; = 180
novi (2 = 1.2Q02 = 288

Racunamo:
11 4 _1
A= A= gf;} T:I—A:{_g g}
5 4 5 1

2 -1 180 48
novi — T novi — > 3 =
o= 7= | § 1 [ ] = [

= U prvom sektoru se smanji 40%, a u drugom se poveéa 44%. O

Zadatak 1.103. Zadana je inverzna matrica tehnologije,

5
1
T :{ f_o].
3

Izracunajte matricu A tehnickih koeficijenata.

Wk wloo

Rjesenge.
0 _5 L1 L1
_ _ 1 3 3| | 2 4 _ |2 1
ey [ 2 B[ ] sas[PY] a
3 3 5 5 5 5
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Zadatak 1.104. Napisite input-output tablicu ako je:

. 15 0.5 1
re[ P Y] esa]

Rjesenge.

[E—

~

Il

vl =
1
N}

|
M L

| I
I
1

| (S
(S]]
ot |

(S
| I

b
Il
~
|
~
Il
N Ol = W

[SUINEGITE
| IS

Qij = Cliij,QW7 J
g = Qi — ijl Qij, Vi

o o g R

[\
(SIS
(SIS

Zadatak 1.105. Zadana je inverzna matrica tehnologije

1 0 0
T'=| 5 1 0
3 3
200 10 1
a) Ako su ukupni outputi

200
0= 100,

300

sastavite pripadnu input-output tablicu.
b) Ako je poznato Q1 = 200, Q2 = 100, g3 = 270, sastavite pripadnu input-
output tablicu.

Rjesenje. a) Istovremeno rjesavamo T 'q=Q i T T = I:
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1 0 0]200]| 1 0 0
5 1 0]100| 0 1 0| (=) -1+11
55 i L1300 0 0 1|8 mmr
10 0]200]| 1 0 0
0 1 09 —21—0 1 0
0O 0 1270 O —13—0 1
200 1 00 0 00
== q = 90 |, T = —% 1 0] =A= %00
270 0 —4 0 0 & 0
Qi Qij 4i
2000 0 0 0200
@i=a®@ = 190010 0 0l 90
300 0 30 01270
Qi Qi 4di
. . 2000 0 0 0200
b) Qi =a;;Q;, j=1, 2, zasvakii — w0l o ol 9
3000 0 30 01270
OJ
Zadatak 1.106. Zadana je inverzna matrica tehnologije
513 3
-1 _
m=gla il
medusektorska potrosnja Q1o = 50 @ finalna potraznja ¢ = 10. Sastavite

pripadnu input-output tablicu.

Rjesenge.

|

w|S Wi
I
~
|
S
I
~
I
cn|§| —_
—
| s
wion 1@
ot |
ol
I
I
—
RIS
A
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Rac¢unamo redom:

3 250

Q12 =a12Q2 = 50= 5Q2 = Q2= IER
2 250 100
sz —a22Q2 = g : T = ?

1
Q1 =011 +Qu2+q¢ = Q1= 5@1 +60 = Q=75
1
Qll :allQl = 375 =15

2
Q21 =a21Q1 = -75=30

5
g2 =Q2 — Q21 — Q22 = 20
Qi Qij qi
= 75 115 50 | 10
% 30 % 20

Zadatak 1.107. Zadana je inverzna matrica tehnologije

1.2 04 05
T'=101 15 08
0.3 0.3 1.2

Za koliko treba promijeniti ukupnu proizvodnju pojedinih sektora ako se fi-
nalna potraznja prvog sektora poveéa za 20, drugog za 10, a treceg smanji za
30 jedinica?
Rjesenge.

novi g1 = q1 + 20

novi o = qo + 10
novi q3 = q3 — 30

Kako je Q = T 1q, vrijedi:

20 1.2 04 0.5 20
Onovi =T nowi =T~ g+ | 10 [)=Q+ | 01 15 08 10
—30 0.3 0.3 1.2 —30

13

- Qnovi = Q + -7

=27
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Zadatak 1.108. Zadana je matrica tehnologije

1
3 0 O
1
11
0 -3 2

Napisite input-output tablicu ako znamo da je

G =q=0q, Q1+Qs+Q;=>544.

Rjesenge.
% 0 0 2 00
1 — 1
A=I-T=|L 0 0|, T'=|1 10
1 1 1 1
0 % 2 % 5 2
Ql 2 00 a1 2
Q| =Q=T"q¢=| 3 10| |a|=a]?
11 56
OF % 5 2 25
544 = Q1+ Qo+ Qs = (2 + 2+ 32) = ¢ U550 = ¢y B = 250

=qQ
= ¢ =100 = Q= 120
224

Sada iz Qij = CLZ‘ij

Qi Qij qi
200 | 100 O 0 100
120 | 20 0 0 100
224 1 0 12 112 | 100
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Poglavlje 2

REALNE FUNKCIJE JEDNE REALNE VARIJABLE

Funkciju f : D € R — R zovemo realnom funkcijom jedne realne
varijable.

2.1 Elementarne funkcije

e polinom

— linearna funkcija (polinom 1. stupnja)

fR—=>R, f(x)=ax+b, a, beR

f(z)

.
7

Slika 2.1: Linearna funkcija.

Pr. y=f(x)=2z+1

— kvadratna funkcija (polinom 2. stupnja)

fR—=R, flx)=ar*+br+c, a, b ccR
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f(z) f(z)

a<0

x

[ / I \

Slika 2.2: Kvadratna funkcija za a > 01ia < 0.

Pr. y=f(z)=2>—4r+3

— kubna funkcija (polinom 3. stupnja)

fR—=R, flx)=ar®+br*+cx+d, a b c, dER

Pr. f(z) =23 f(x)

Pr. f(x) = (@)

N

Pr. f(z) = —(z — 1)(z — 2)(z — 3)
nultocke: x1 =1, 19 =2, x3 =3

.

f(z)
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e apsolutna vrijednost

f:R—=RY f(x)= ||

f(z)

Slika 2.3: Funkcija apsolutne vrijednosti.

e Korijen

— pozitivni drugi korijen (pozitivnog broja!)

f:10,400) = [0,400), f(z) ==

f(x)

Slika 2.4: Pozitivni drugi korijen.

— tredi korijen
fRoR, fx)=Va

f(x)

-
—

Slika 2.5: Treéi korijen.

T
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Napomena:
Promatramo funkciju n-tog korijena, f(x) = {/A(z).

Prirodnu domenu te funkcije odredujemo na sljedec¢i nacin:

— zan paran = A(x) >0
— zan neparan = A(x) € R

e razlomljena (racionalna) funkcija

__ polinom stupnja m

opéenito:  f(z) = _ . , n>1
polinom stupnja n
b d
npr f(x):ﬁ,c#O cx+d#0=>2#——
cr+d c
d
= D=R\{-%}
c
Pravac = = —% je tzv. vertikalna asimptota.

Pravac y = ¢ je tzv. horizontalna asimptota.

f(=)

Pr. f(z) = %22 = 22

2—x —x+2

2—x#0=>x#2
= D =R\{2}
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Slika 2.7: Graf i asimptote funkcije f(z) = 22=2.

2—x

vertikalna asimptota ... . = -4 = -2 =2

horizontalna asimptota ... y = ¢ = 2 = —2

e cksponencijalna funkcija
Opcenita eksponencijalna funkcija je oblika:

f: R=R, flx)=a*™@ +b A:R =R

Pr. f(x)=a", a>0, a #1

f(@) f(@)

—/ a>1 a<l1

T T

Slika 2.8: Graf funkcije f(z) = a® za a > 1, odn. za a < 1.

Pr. y=e¢€" e~ 271

e logaritamska funkcija
Opcenita logaritamska funkcija je oblika:

flx)=log, A(x)+b, a>0,a#1 A:R—=R,
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pri ¢emu je njezina domena

D ={zeR:A(z) > 0}.

Pr.a:=e
f(z) =log, z = (oznaka) = Inz, D = (0, +o0)
f(z)
— < €T
Slika 2.9: Graf funkcije f(z) = Inz.
Pr. a:=10

f(z) =logy, = (oznaka) = log x, D = (0, +o0)

Napomena: Logaritamska funkcija je inverzna funkcija od odgovarajucée
eksponencijalne funkcije, tj. vrijedi:
a8 =gz & log,a” ==z,

odn. et =g & Inet =z

Primjer 2.1. Odredite domenu funkcije:

fl@) =Iny /T2

r+1

Rjesenge.
Moraju biti zadovoljeni sljedec¢i uvjeti:
r+1#0 = x#-—1,

z—3 z—3
1200 e >0

r—3.

Sada crtamo tablicu predznaka za % =3

r=3

1 } nultocke brojnika, odn. nazivnika
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x—3 — — +
r+1 — + +
S, - @

= D= (—00,—1) U (3,400)
0J

Napomena: Podsjetimo se da postoje i trigonometrijske funkcije, ali ih
nec¢emo ovdje ponavljati.

2.2 Primjeri ekonomskih funkcija

Primjer 2.2. Dana je funkcija proizvodnje Q) wu ovisnosti o L,
Q(L) = 4L, gdje je L kolicina rada. Izvedite funkciju proizvodnosti rada.

Rjesenge.
QL) _ VL _ 4
[ N

— proizvodnost rada (proizvodnja po jedinici rada)

O

Primjer 2.3. Dana je funkcija proizvodnje Q) u ovisnosti o kapitalu C,
1
Q(C) = 2.3Cs. Izvedite funkciju proizvodnosti kapitala.

Rjesenge.
Q(C) 2.3C3 2 23
s = 2 3 =
c C 3C e

— proizvodnost kapitala (proizvodnja po jedinici kapitala)
O

Primjer 2.4. Zadana je funkcija ukupnih troskova mnekog poduzeca,
T(Q) = 2Q + 3, pri éemu je Q kolicina proizvodnje tog poduzeca. Izvedite
i graficki prikazite funkciju prosjecnih troskova. Za koje koli¢ine proizvod-
nje funkcije ukupnih i prosjecnih troskova imaju ekonomskog smisla? Koliki
su fiksni troskovi proizvodnje? Koje je ekonomsko znacenje koeficijenta 2 u

funkeiji T(Q)?
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Rjesenge.
Oznac¢imo sa A(Q) funkciju prosjecnih troskova (=troskova po jedinici pro-
izvodnje). Tada je

A(Q) = TEQQ) _ 2QQ+ 3

Radi se o razlomljenoj (racionalnoj) funkeiji, ¢iji ¢e graf biti hiperbola:

T = —% = 0 je okomita asimptota (tj. @ = 0),

a

y = % =2 je vodoravna asimptota (tj. A(Q) = 2),

D =R\{0},

nultocke brojnika i nazivnika: Q = —%, = 0 (nije u domeni!).
AQ)

— Samo za ) > 0 A(Q) ima smislal

Slika 2.10: Graf funkcije A(Q).

Nadalje, ukupni troskovi imaju smisla za @@ > 0 (proizvodnja nenegativnal).
Prosjeéni troskovi imaju smisla za @@ > 0 (0 nije u domeni, jer je nultocka
nazivnika funkcije prosjecnih troskova).

Fiksni troskovi:
Q=0 = T0)=2-04+3=3.

Ekonomsko znacenje koeficijenta 2 u T'(Q):

Tl = T+1)=2Q+1)+3
=2Q+2+3
=(2Q+3)+2
=T(Q) +2,

t].

QT1 = T@) 12

To znaci, ako proizvodnju pove¢amo za neki iznos, troskovi ¢e se povecati za
dvostruki taj iznos. O
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Primjer 2.5. Dane su funkcija potraznje Q(p) = —p + 20, gdje je p cijena
proizvoda, i funkcija prosjeénih troskova proizvodnje A(Q) = Q — 8 + %,
gdje je Q) kolicina proizvoda. Odredite funkciju dobiti v interval rentabilne
proizvodnge.
Rjesenge.

Prihod: P(Q) =p-Q,

Ukupni troskovi: 7(Q) = A(Q) - Q,

Dobit: D(Q) = P(Q) — T(Q).
Koli¢ina proizvoda koji su proizvedeni, (), mora biti jednaka potraznji zbog
trzisne ravnoteze.
Iz relacije Q(p) = —p + 20 izrazimo cijenu u terminima potraznje:

p(Q) =20-@Q.

Sada racunamo:
PQ) =p-Q=(20-Q)Q=—-Q%+20Q,

T(Q)=A<Q>-@=@<q—8+%>=@2—8Q+8o.

= D(Q) = P(Q) - T(Q) = —2Q* +28Q — 80. = parabola!

Proizvodnja ¢e biti rentabilna ako vrijedi:

D(Q) >0
—20Q% +28Q — 80 > 0.

Izracunamo nultocke parabole:

Ql = 107 QQ = 4.
Zbog a = —2 < 0, parabola je okrenuta otvorom prema dolje.
Skiciramo i o¢itamo interval na kojem je D(Q) > 0:

D(Q)
+
Q
_ /ll 10\ _
= (@ € [4,10]
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2.3

Limes funkcije

Cilj: Neka je zadana funkcija f(z). Htjeli bismo odrediti kojoj vrijednosti

se priblizava f(z) kada se x priblizava vrijednosti a € R, u oznaci:

lim f(x) =7
Tr—a
e Vrijedi:
1 0 1
— =Y, = =00,
00 0
00 + 00 = 00,
—00 + (—00) = —o0,
00 - 00 = 00,
00 - (—00) = —00,
{ o, a>0;
a-o00 =
—o0, a<0.
e Neodredeni izrazi (ne znamo ih izra¢unatil!l):
00 — 00, 0-00, 2, 3 0% 00>, 0°, 1%
e Za a > 0 vrijedi (vidi graf!):
0, a<l;
lim,_,o, a* = 1, a=1;
oo, a>1.
Primjer 2.6. lim, .., \/LE = é =0.
Primjer 2.7. lim,_, %)x = lim, oo 2% = é =0.

(
Primjer 2.8. lim,_.,, 2% = oo.

Zadatak 2.9.

24w+l oo / : x? 2+1+L5 24040
Im ———— = — = = lim T = =1
z—oo 272+ 3 o0 [ a? T—00 =5 240
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Zadatak 2.10.

g S FE+2 oo (/:a C1+ 142 14040
T—00 x2—|—2x _OO— -

Zadatak 2.11.

A=), s 040

im —— = — = lim = =
z—o0 10022 + 1 00 z—o0 100 + =2 100+ 0

0.

Zadatak 2.12.

V3P +3r+2 oo : 322 + 3z + 2 [ a?
lim = =lim4/— = = —
T—r00 x—1 o0 T—00 (gp_l)? /IiL‘2

3+2+%  [340+0
= 1 e 22 2T TE /3
o T- 21 L 1-0+0 va

Zadatak 2.13.

3
3224+ V28 12 oo [):a? O3+ E 4+ A
lim - = — — lim .
T—00 24+x+1 00 /:$2 oo 14 N

o] BI=

w
+
81
|+
8 o
I
@

|
5

1

8
1
8
—
_|_
|
+

x2

8

Zadatak 2.14.
g}i}%ﬁ(\/ﬁ—\/}) =00 (00— 00) =
~ lim VE(Va - va) LIV

Vitl+yz
r+1—=x
= lim /z - —
R RRVICE R VeV
z=o0 /o + 14/ /v
1 : 1 1
= lim = lim _
Z—00 x;rl +1 T—00 1+§+1 2



DZ 2.15. lim, . 3@4v2ele2 34 ./9

z24z+1
DZ 2.16. lim, oz - (V22 +1—x)=... =3
e Vrijedi:

. , . 1
lim, o v/a = lim,_,ooaz =a’ =1

Zadatak 2.17.

T T+2 . 7T 3\% 72 2
i 37 _(/.7)21_ () +7 7 1

zoo 14 773 /7" 5300 7%—1—73 BT

e Vrijedi:

s x — 1

limg 0 *

Zadatak 2.18.

lim sin 3z i sin 3x 3_1.3-3
x—0 x r—0 x
Zadatak 2.19.
i sin (z — 2) — lim sin (x — 2)  lim sin (x — 2) 1 _
=2 3 —06 a2 (x—2)-3 a2 x—2 3
Zadatak 2.20.
R | —14+1
lim = =0.
a——1 122 4+ 1 2
Zadatak 2.21.
| > —3r+6 6
ios a2—9 0 O
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e Ako trazimo limes racionalne funkcije u zajednickoj nultocki brojnika i
nazivnika 1, podijelimo brojnik i nazivnik polinomom (z — x1) (skratimo
razlomak). Nakon toga limes se lako odredi uvrstavanjem vrijednosti x;.

Zadatak 2.22.

. 222 —6x+4 0 . 202 —2x — 4w+ 4
lim ———— = — = lim =
e=1322 — 122 +9 0 221322 —-3x—92+9
— tim 2e(z —1) —4(x — 1) — lim (2x — 4)(x 1) _ 2
2=13x(x—1)—9(x—1) 2213z —9)(z 1) -6
DZ 2.23.
202 —x—1 0 3
lim =—=...==
z—1 LL‘Q—]_ 0 2
Zadatak 2.24.
’ 3V \_ o o_u 3—(1+x+a2*)
ei\1-2 1-2) 7724 1—a3 B
. 2—x—2? ) —x? —x+2
= lim ——— = lim =
=1 1— a3 e—=1 (1 —z)(1 4z + 22?)
. P+ r—2r+2 . z(l—2)+2(1 —x)
= lim = lim =
e=1 (1—z)(14+z+22) 2=1(1—2)(1+2x+2?)
2)(1
@2 ) 3
a1 (17z)(14+x+22) 3
DZ 2.25.
I 2 4z 1
m - =...==.
o2 \2—xz  d- 22 2

e Ako racunamo limes funkcije koja u brojniku i nazivniku ima komplicirane
funkcije, nekad je mozemo vrlo ”elegantno” supstitucijom svesti na racionalnu
funkciju.

Zadatak 2.26.

/—1 1 0 supstitucija:
lio(3+—x):6= 1+z=1t° =
0Vt -1 =0 & t—=1
:hmt?’—l:im(t7/1)(t2+t+1):1+1+1:§
5112 —1 =1 (/1) (t+1) 1+1 2
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DZ 2.27.

1+ 9 3
lim —- Ve =...=- [supstitucija: T = t*°]
z——114+ Jx 5
Zadatak 2.28.
1 2, . 1 0 supstitucija:
lin%%zaz t =logsx =
TS L1083 0 = r—3 e tol
2 -1 t71)(t+1) 2
— lim :imw:_zl_
t—1 2t — 2 t—1 Q(t 7/1) 2
Zadatak 2.29.
4% _ 16 0 supstitucija:
1' —_—m _— = t p— 2x p—

5167 —256 0
o - r—=2 & t—4

2-16 (2 416) 1

=lim—— = = .
IS4 256  id (2 Z16)(2 1+ 16) 32

e Ako rac¢unamo limes funkcije koja u brojniku ili nazivniku ima korijene,
cesto koristimo metodu racionalizacije brojnika, odn. nazivnika.

Zadatak 2.30.

T 42 1

) (e W

e Vrijedi:
Jim (L42) =e
k=1, lim (1+1)"=e

T—00

4 v 4\°
lim ( +x> = lim (l—l——) = et
r—00 T T—>00 X
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Zadatak 2.31.




Zadatak 2.32.

Zadatak 2.33.

. T * . r+1\ " _ 1\ °
lim = lim =lm (14+ — —
1
x

Zadatak 2.34.

. z—1\"" . [ r—1\" z—1\2
hm :hm .

= (razlomak u 2. zagradi skratimo sa x) =

[ fa=INT 1 1\ ?

= lim <—‘”) < w)
x+3 3

w—>oo_ - ]__|_;

Zadatak 2.35.

3z +4\" 4\" 3\”
im (2552) i (14— ) = lim (143) = = eie

Zadatak 2.36.

lim [(z + 1)(In(3z + 1) — In(3z))] = lim In (3:1:‘ i 1) =

T—00 T—00 3]}

) 3r+1\" /3x+1\]
= lim In . =

= (In neprekidna funkcija) =
lim 3z +1\" [(3z+1\]

T—00 3x 3x | N

LN 1

:ln[lim <1+§) -(1+—>}:
T—00 T 3x

=1In




Zadatak 2.37.

2 2
2 s 21 + 3 3¢ 3

3\ % 3 5\ 2
= lim ((1—1—2) ) = (ei) =e.
T—00 xX

DZ 2.38. lim (Va2 — 16 — V22 — 4)

T—r00

(
DZ 2.39. lim (23)""
(*

z00 2T
DZ 2.40. lim (2£32)%"
T—00
. 3(8z—1)%(2245)*
DZ 2.41. lim “p i

e Vrijedi:

Zadatak 2.42.

. 2+ : .
lim = lim
z—0 2 z—0

Zadatak 2.43.

1 a:£2 — r—2
lim ( + x) — 1® — lim (w)
T2 3 T—2 3

Zadatak 2.44. PokazZite da vrijedi:

lim 20+2) _
x—0 z

Rjesenge.

In(1
lim n(l+2) _ =lim —ln(l +x)= hm 111(1 + x)%
x—0 x z—0

:lnhm(1+:1:)% =Ine' = 1.

z—0
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2.4 Neprekidnost funkcije

Najlakse si je neprekidnu realnu funkciju jedne realne varijable predociti kao
funkciju ¢iji graf "nema skokova”.

Teorem: Funkcija f: D CR — R je neprekinuta u tocki a € D ako i samo
ako vrijedi:

lim f(x) = f(a)

T—ra

Napomena: Elementarne funkcije navedene u odjeljku 2.1. su neprekidne
u svakoj tocki domene na kojoj su definirane!

Primjer 2.45. Ispitajte da li je sljedeca funkcija neprekidna:

) ) o+ 4, T <2
f:R=R, f(m)—{ — 2?44 -3, x>2.

Rjesenge.

Na intervalima (—oo, 2) i [2, +00) funkcija f je elementarna (polinom!), dakle,
na njima je neprekidna. Jedino pitanje je da li se ti polinomi ”dobro slijepe”
u tocki z = 2 ili u njoj vrijednost funkcije ima skok.

Vrijednost funkcije f u tocki 2 ima skok ako je —x +4 # —2% 4 42 — 3 za
xr = 2. Tada kazemo da f ima prekid u tocki 2. Inace je f neprekidna.

Dakle, provjeravamo:
f2)=—-4+4-2—-3=1#-2+4=2
—> f ima prekid u tocki z = 2.

f(@)

?__I
l

A

Slika 2.11: Graf funkcije f ima skok u x = 2.

T

Primjer 2.46. Ispitajte da li je sljedeca funkcija neprekidna:

' . —l'+37 $<2;‘
f:R—=R, f(%)—{ 2t 4+4r -3, >2.
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Rjesenge.
Analogno kao u primjeru prije, provjeravamo:

f2)=—4+8-3=1=—-2+3=1
— f neprekidnal

f(x)

Slika 2.12: Graf funkcije f se u z = 2 ”dobro slijepi”.

Primjer 2.47. Funkcija je zadana formulom:

32224326 .
fa) = Tt e L7 2
A, r=2.

Kako treba odabrati A = f(2) da bi funkcija f bila neprekidna na éitavoj
domeni na kojoj je definirana?

Rjesenge.
Neka je g racionalna funkcija iz definicije funkcije f:
3 =222 4+3r—-6 (224 3)(z 2) r? + 3
9(x) = xt — 23 + 22 — 22 :(x 2) x(x? 4+ 1) - z(z?2+1)
= D, =R\{0, 2}
= Dy =R\{0} (jer f(2) =A)

Znamo da je f neprekidna u svim tockama domene Dy osim eventualno u
tocki 2, jer se za x # 2 f podudara sa elementarnom, racionalnom funkcijom
koja je neprekidna.
Po teoremu, da bi f bila neprekinuta i u tocki x = 2, mora biti

z? +3 T

A:f@):}g%a:?’jtx_ﬁ'
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2.5 Asimptote funkcije

Asimptote funkcije su pravci kojima se funkcija sve vise priblizava, ali ih
nikada ne dostize.
Razlikujemo okomite, kose i vodoravne asimptote.

e okomita asimptota

— pravac x = a takav da vrijedi:

lim f(z) = £oo.

T—ra

e kosa asimptota

— pravac y = kx + [, takav da je:

k= lim M,

r—t+oo I

= lim [f(z)— kz].

r—+o0

(za x — —oo lijeva, a za x — +00 desna)

Ako je k = 0, kosa asimptota je pravac y = [. Takvu asimptotu onda
zovemo vodoravnom asimptotom.

Primjer 2.48. Odredite asimptote funkcije:

1
f(x)—m-

Rjesenge.

- okomita asimptota
D =R\{2} = (—00,2) U (2, 400)

Sada rac¢unamo:

1
lim ——— =
ootz —22
(tj. kako se ponasa funkcija kad se z priblizava broju 2 zdesna)
lim — =
z—2- (x — 2)?

(tj. kako se ponasa funkcija kad se x priblizava broju 2 slijeva)

(0. ¢]

= pravac x = 2 je okomita asimptota!
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- kosa asimptota

1
P 1
k= limﬂ: lim — =0,
T T—400 a:(a: — 2)2

1
— - _ —
l Jim ((a: Ik 0) 0,

(desna kosa asimptota)

1
T (z—2)2 . 1 o
K _xgr—noo r xEIPoo (L’(x — 2)2 =0,

) 1
= (G 0) =0

(lijeva kosa asimptota)

= pravac y = 0 je i lijeva i desna vodoravna asimptota!

f(z)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
2

Slika 2.13: Graf funkcije f(z) = ﬁ

Zadatak 2.49. Odredite asimptote funkcije:

$2

f(x):m

Rjesenge.
Dy =R\{0,1}
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- okomita asimptota

2 0
lim— = lim— = — =0 #400
x~>0¢ (ZL‘—]_) =0 — 1 —1

= pravac x = 0 nije okomita asimptotal!

I o L _
im ———— = — = 400
es1t g (x—1)  0OF

. 22 1

lim ———— = — = —0

z—1— ¢ (ZL’ — ].) 0-
= pravac = = 1 je okomita asimptota!

- kosa asimptota

f@) @1

E= lim 2\ —

2 : 1
()

r—r+00
= pravac y = 1 je desna vodoravna asimptotal

f@) w1

— i —kxl = lim xQ\ _/:_x—ij:
[ = lim [f(z) k]—me¢($_1)—</: )_wal—% 1

T—r—00

= pravac y = 1 je lijeva vodoravna asimptota!

= pravac y = 1 je i lijeva i desna vodoravna asimptotal

(kose nema)
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o2
z(x—1)"

Slika 2.14: Graf funkcije f(z) =

Zadatak 2.50. Odredite asimptote funkcije:

3

x
Rjesenge.
Dy =R\{~1,1}
- okomita asimptota
lim 2 L,
im = — =400
e—1+ 12 — 1 0+
, 3 1
lim — = —00

a1 22— 1 0
= pravac x = 1 je okomita asimptotal

lim v = _—1 = 400
o1+ 22 — 1 0~
lim x_g - -1 - —00
z——1" .I'Q —1 0+
= pravac x = —1 je okomita asimptota!
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- kosa asimptota

2
Fe tim 29 o
rx—+o0o I T——+00 {1:2—1
. . 1’3 . €
gt e R

= pravac y = x je desna vodoravna asimptotal!

f(@) lim 2

k= lim —<% = 5 =1
x——00 I z——oo 12 — 1
. . X
P= A ) kel =ty =0

= pravac y = z je lijeva vodoravna asimptotal

= pravac y = x je i lijeva i desna kosa asimptotal!

.
| 2
| ”
”
| ”
| /s =
s y=2

/
7
/

f(@)

|
|
|
7

AN

/. | |

Slika 2.15: Graf funkcije f(z) = -£

z2—1"

3

Zadatak 2.51. Odredite asimptote funkcije:
fla)=e" +2.

Rjesenge.
Dy =R = nema okomitih asimptotal!
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- kosa asimptota

2
—a% | 9 1 2
k= lim "% — lim ( +—>=0

z—+oo T r—Fo00 $€$2 T

1
[= lim (e +2)= lim (?+2):2

r—too r—too \ €

= pravac y = 2 je vodoravna asimptotal

Slika 2.16: Graf funkcije f(z) = e + 2.

8|

DZ 2.52. Nadi asimptote funkcije: f(z) = exw.

DZ 2.53. Nadéi asimptote funkcije: f(z) = 1716,5.
2.6 Pojam derivacije i tehnika deriviranja

Derivaciju funkcije f : R — R u tocki z (oznaka: f’(x)) definiramo kao:

o) — i D) = @)

h—0 h

(ako taj limes postoji!)

Ona mjeri promjenu vrijednosti funkcije uslijed infinitezimalno male pro-
mjene nezavisne varijable x.

Zadatak 2.54. Derivirajte po definiciji:

a) f(x)=a?,
b) f(z) =V,
c) flz) =1
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Rjesenge.

a)

i JE ) = f@) (R e R 2eh o Y- A
h—0 h h—0 h h—0 h
. #(2z+h)
B R
b)
hmf(x—i-h)—f(x):h vo+h \/_ Ve+h+yr
h—0 h h—0 h \/F_,_\/_
_ ¥ Hh-% 1
T VaThtvE) | 2V
c) DZ

OJ

Mi ne¢emo derivirati po definiciji, ve¢ koriste¢i tablicu derivacija elementar-
nih funkcija i pravila deriviranja.

TABLICA DERIVACIJA ELEMENTARNIH FUNKCIJA

d=0 (sinz) = cosx
=1 (cosz) = —sinx
(z") = na"~! (tgr)' = o
(a*) =a®lna (ctgr) = ——o
(log, )" = xﬁm (arcsinz)’ = =
(Inz) = (arccosz) = — 11_302
(Va) = -ég (arctgz)' = 1757
() = (arcctgr) = —ﬁ
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PRAVILA DERIVIRANJA

L. (c-f) =c-f, c=const. eR, c#0,
2. (fxg) =f+4g (derivacija sume),
3. (f-9)=f -9+ f g (derivacija produkta),

! ! /
4. (i) — 929 (derivacija kvocijenta).

Zadatak 2.55. Naéi derivaciju funkcije: f(z) = ig
Rjesenje.
f’(x) :(1 + \/E)’(l - \/5) — (1 + \/E)(l _ \/5)/ _
(17
:ﬁ(l — ) — (1 + ) <_ﬁ5> i
1= veP

Q- VERLEVE) 2

e R S Ol

Zadatak 2.56. Naéi derivaciju funkcije: f(x) = 3z - 3".
Rjesenge.

f(z) =(3x) -3+ (3z) - (3") =3-3"4+ 32 -3"In3 =
=3"" 1 3* . 2 In3 =3 . (1 + xIn3)

Zadatak 2.57. Naéi derivaciju funkcije: f(z) = 2.

Rjesenge.

Zadatak 2.58. Nadi derivaciju funkcije: f(x) = 3%-5271.
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Rjesenge.

13 1 [(3\"
fr)=3".5".5"1= i (g)
1 /3\" . 3
= f(z) = £ (g) ~1ng.
O
Zadatak 2.59. Naéi derivaciju funkcije: f(z) = 23+ x + 215.
Rjesenge.
fl(r)=32"+14+0=32"+1.
O
Zadatak 2.60. Nadi derivaciju funkcije: f(x) = 42° + 32% + %
Rjesenge.
f'(x) =4-52" +3- 22+ 0 = 202" + 62.
O
Zadatak 2.61. Nadi derivaciju funkcije: f(z) = (z + 1)(32? + 2).
Rjesenge.
fl(@)=(x+ 132> +2) + (z + 1)(32° +2) = 3z +2)* + (z + 1)(62) =
=327 + 2+ 62% + 62 = 92° + 62 + 2.
O
Zadatak 2.62. Naéi derivaciju funkcije: f(x) = m“—jl
Rjesenge.
() :(x2)’(x +1) — 2%z + 1Y _ 22(x + 1) — 22 _
(z+1)2 (z+1)2
2% 420 —2® 2420
(z+1) (z+1)*
O

Zadatak 2.63. Naéi derivaciju funkcije: f(x) = 35‘2—“
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Rjesenge.

flz)=za* + = :>f'(x):;-2x+0:3x.

Zadatak 2.64. Naci derivaciju funkcije: f(z) = 4 — 19 4 45— —

T 5z Tr Yz
Rjesenge.
4 1 6
f(z) =42 — 100272 + gafﬁ — ?x’g,
4 1 a6 5
") =4-322—-100-(=2) -2 3+ =.[=Z) .z 3 —=.[=-2) .2
f'(x) x (=2)- 27"+ z 5) 7% 1)
200 4 15
= 1227 + - + :
15Vt 1420

2.7 Derivacija slozene funkcije (kompozicije funkcija)

Za f, u, v — realne funkcije jedne realne varijable, vrijedi:

f(@) =vfu(z)] = f(z) = v'u(z)] ().

Zadatak 2.65. Deriviraj funkciju: f(x) = (2z + 1)'°.

Rjesenge.
u(z) =2x +1, v(z) =2 f(z) =vu()]
= f'(x) = v'(u(x)) - v (z)
=v'(2z+4+1) 2z +1)
=102z + 1) -2
=202z +1)°
Zadatak 2.66. Deriwviraj funkciju: f(z) = 1_13364
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Rjesenge.

flz) = (1—32%)7?

= f'(z) = —%(1 —32Y)77 - (1—32%) =
B 63
/(A =321
Zadatak 2.67. Derwiraj funkciju: f(z) = (11:;252.
Rjesenge.
b 200 =22 — (1422)- (1 —22)%)
@) = (1—2z)4 B
21 —20)2— (1422)-2-(1-22)-(<2)
(1 —2x)* N
2.1 =2x) - [1 - 22+ 2(1 + 2x)]
B (1 — 22)33 -
_2-(3+22)
 (1—22)3

Zadatak 2.68. Deriviraj funkciju: f(x) = (3%)2.
Rjesenge.
fl(r)=2-3"-3"In3=2-3*1n3.

2

Zadatak 2.69. Deriviraj funkciju: f(x) = 3*".
Rjesenje.

f(x) =3"In3 2z =223 In3.

Zadatak 2.70. Deriviraj funkciju: f(z) = 417"
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Rjesenge.

fx) =47 Ind - (V1 —23) =
1
=4V Ing . ———— . (=322).

Zadatak 2.71. Deriviraj funkciju: f(x) =In 2

l—x°

Rjesenge.

, 1 z \ 1—z 1-(1%) —x-(=1)
fle) == .(1—3;) T (1—2)2 -

11—z

l—z+x 1

Cz(l—-2)  2(1—2)

Zadatak 2.72. Deriwiraj funkciju: f(x) =Inlnz.

Rjesenge.

Zadatak 2.73. Deriviraj funkciju: f(r) = x?sinz.
Rjesenge.

f'(x) = (z°)" -sinz + 2* - (sinx)’ = 2rsinz + 2° cos .

Zadatak 2.74. Deriwiraj funkciju: f(x) = sinz - cosz.
Rjesenge.
f(z) = (sinz) - cosx +sinx - (cosz) =

=cosx - cosx +sinx - (—sinx) =

= cos® x — sin® ¥ = cos(2x).
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Zadatak 2.75. Deriviraj funkciju: f(x) = sinz - cosb.
Rjesenge.

f'(z) = cos5(sinx) = (cos5) - cos .

Zadatak 2.76. Deriviraj funkciju: f(z) =3y/rIlnx +1n2.
Rjesenge.
f'(z) = 3vVz) -Inz+ (3vz) - (Inx) +0 =

1 1
=3 Inz+3Vz - =
2\/x ne+ 3V x

2V Vo Voo \2 '

Zadatak 2.77. Derwiraj funkciju: f(xr) = xsinzInz.
Rjesenge.
f'(z) =[zsinz) -Inz+xsinz - (Inz) =

= [z -sinx+x-(sinz)]-Inz+ 2 -sinz- - =

o
= (sinz + zcosz)Inz + sinx.
Zadatak 2.78. Deriviraj funkciju: f(z) = 2eV®(y/z —1).
Rjesenge.
Fla) = V) - (Vi 1) +20¥7 - (VT — 1) =
e me ve, 1 _
_2\ 2\\/} (\/E 1)—{—2\6 2\\/5_

eVe

_a _ _ oVE
\/‘i(ﬂ \+1)
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Zadatak 2.79. Dana je funkcija:
_1—logx

o) = 1+logx’

Izracunaj f'(10).

Rjesenge.
Fl(z) = (1 —logz)"- (1 +logz) — (1 —logx) - (1 +logz)’ _
(1 + log z)?
_ _xlilo (I +logz) — (1 —logw) - ﬁ _
(1+ logx)?
g (L logr +1—logx)
B (1+logz)?
2 9
zIn10 _

(1+1logz)?  In10-(1+logz)?

Sada uvrstimo xz = 10:
2
"(10) = — =
S0 = =150 (1 + log 10)2
1

B 2
© 10In10-22

2 1
40ln10  20In10°

Zadatak 2.80. Dana je funkcija:
f(x) = 2?2V,
Lzracunaj f'(1).

Rjesenge.



Sada uvrstimo x = 1:

f(1)=2e+-e= ;e.
O
2.8 Derivacija implicitno zadane funkcije
Primjer 2.81. Neka je funkcija y = y(x) dana implicitno jednadzbom:
m2y + y2 — %,
Odredite y'(x).
Rjesenge.
2?y(x) + (y(@)* =€ /()
(@) y(2) + 2 -y (2) + [(y(2))’] = (")
2z - y(z) + 2% - y'(2) + 2y(2) - y'(2) = €
Y(z) - (2 +2y(x)) = € — 22 - y(2)
€ =20 y()
0

2.9 Logaritamsko deriviranje

Primjer 2.82. Dervirajte funkciju: f(x) = x®!.

Rjesenje. Primijetimo, i baza i eksponent su ovdje funkcije od x, pa ovakvu
funkciju ne znamo derivirati koristec¢i tablicu derivacija elementarnih funk-
cija!
U takvim sluc¢ajevima sluzimo se sljede¢im ”trikom”:
fl@)=2"" /I
Inf(z)=(zx+1)Inz /()
1
—— f(x)=1-lnx+ (xz+1)-
NS
= f'(z) = f(z) - (lnx—i— )

T
1
= f'(z) = 2"t (lnx—I—xl_ )

1
T
r+1
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2.10 Derivacije viseg reda

Primjer 2.83. Dana je funkcija y = y(x) = e®. Odredite njezinu n-tu
derivaciju, y™ = y™ ().

Rjesenge.

Redom rac¢unamo prvu derivaciju (y'), drugu derivaciju (y”) itd., dok ne
uoc¢imo neku pravilnost:

= /:L‘): JJ,

Y =y e
y'=y'(x) = (") = ¢,

I
)

Y
0

Zadatak 2.84. Dana je funkcija y = e=*. Odredite njezinu n-tu derivaciju.

Rjesenge.

y(n) _ (_2)716721:'

O
Zadatak 2.85. Dana je funkcija y = % Odredite njezinu n-tu derivaciju.
Rjesenge.
y=a""
y/ = <_1) ’ 51372,
y'= (1) (=2)- 277
y"'=(-1)-(-2)- (=3) a7,
|
() — (_1\n . ). p—(n4D) n
y"™ = (=1)"-nl-x = ( )an.
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DZ 2.86. Pokazite da funkcija y = y(x) = e *cosz zadovoljava diferenci-
jalnu jednadzbu ‘
y™) 4 4y = 0.

Rjesenje.  Odredimo y(™) = —4e™® cos .

Derivacija viSeg reda implicitno zadane funkcije

Zadatak 2.87. Neka je funkcija y = y(x) implicitno zadana jednadzbom:
Invz + 1% — 3y = V2.
Odredite njezinu drugu derivaciju, y".
Rjesenge.
Invz+y* =3y =v2 \()
1

1
e 4% — 3 = - _ i
ﬁ2ﬁ+yy 3y =0 = (¥)y
11

.42y =3y =0 !
5 T2y Y =3y \()

11
5 a2 Y2y =3y =0
1

//.2 _3:_

y' - (2y —3) 5

2
"o 1

2.11 Taylorova formula

Ako funkcija f ima n-tu derivaciju na nekoj okolini zy, Taylorov polinom
funkcije f u tocki xy € R stupnja n je polinom oblika:

n ) (g )
7y(x) = 30 T 0 g

106



Taylorov polinom funkcije f u xg sluzi za aproksimaciju funkcije f na okolini
Zo, tJ
f(x) =~ T¢(x) na nekoj okolini z.

Sto je taj polinom viseg stupnja, obi¢no bolje aproksimira funkciju f.

Primjer 2.88. Funkciju f(x) = Inx razvijte po cijelim nenegativnim poten-

cijama binoma (x — 1) do élana sa 3.

Rjesenge.
Trazi se zapravo Taylorov polinom funkcije f stupnja 3 oko tocke 1:
x—1, r—1)2 r—1)3
s~ f)+ T+ C iy B gy
Rac¢unamo:
f(1)=In1=0,
1
/ _ = 1) = = =1
fa)=- = f)=1=1
1 ]‘ " 1
Pa)=- = [)=-1=-1
f///( ) — 2 _3 = f///(1> — 2
Sada je:
r—1 (x —1)2 (x —1)3
~ 1 —1 .
—1)2 -1)3
NP o VN )
2 3

2.12 Diferencijal funkcije

Neka je dana funkcija y = y(x).

e prirast zavisne varijable
(=promjena zavisne varijable y = y(z) pri promjeni nezavisne za Azx):

Ay =y(z + Ar) — y(z)
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e infinitezimalno mali prirast zavisne varijable — tzv. diferencijal
(=promjena zavisne varijable y = y(z) pri infinitezimalno maloj pro-
mjeni nezavisne varijable = - oznaka dx):

dy = y(z + dz) — y(z) = (po formuli za derivaciju) = y'(z)dx

Zadatak 2.89. Koliko se priblizno promijene ukupni troskovi T(Q) ako se
proizvodngja na nivou Q@ = 10 promijeni za dQ) = 0.0347

(T(Q) =3Q° —2Q +1)
Rjesenge.
AT =~ dT = T'(Q)dQ = (9Q* — 2)dQ
Nama je Q = 10, d@Q = 0.034:
AT(10) ~ T'(10)dQ = (9 - 10> — 2) - 0.034 = 30.532.

Ukupni troskovi se promijene za priblizno 30.532. 0

2.13 Jednadiba tangente i normale

e jednadzba tangente na graf funkcije f(z) u tocki T'(xq, f(x0))

t ... y=yx)= f(zo) + f'(20) (x — 20),
k
e jednadzba normale na graf funkcije f(x) u tocki A(zo, f(xo))

1
no... yzy(x)Zf(%)—m'(l’—xo)-
——

kn

Primjer 2.90. Odredite jednadzbu tangente i normale na graf funkcije

8

I =1y

u tocki s apscisom 2.
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Rjesenge.
zo =2, yo = flw) =1 =T(2,f(2) =T(21)

fiz)=[8-(4+a*) 7Y = =8- (4+2%) 7?20 = %,
filao) = 71(2) = 8 =
1
1
y=-3% +1+1
1
= —= 2.
Y 2:c—|—
1
2
y=2x—-2)+1,
y=2r—3

U njezinim sjecistima § Tr-osi.

Rjesenge.
T<x07y0) =7
=0 = 0=e"—1 = =1=1-2l=0
zh =1
o = +1

= Tl(l,()), TQ(—]_,O)

(2 S (-22)

)= el
y(1) =-2, y'(-1) =2.

u‘@
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T = t...y—0=-=2(x-1),

y=—2x+2
1
n y—():—_—2(x—1),
1 1
= - — —
V=975

T, = t...y—0=2x+1),

Yy =2x+2
1
noy—0=—s(@+1),
11
Yy=75% 75

0

Zadatak 2.92. Na krivulji v = x® — 1 nadite tocku u kojoj je mnormala
paralelna pravecup ... y=x+ 1.

Rjesenge.
T(zo,y0) =7

Tel, = y=1a5—1
nillp = k.=k=1

1 1 3

=22 —1=(—>)Y-1=-—-1=-°-

Yo Lo (2) 4 4
1 3
= T(—=,—
(27 4)
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2.14 1 Hospitalovo pravilo

L’ Hospitalovo pravilo se koristi za jednostavno racunanje limesa razlom-
ljenih funkcija kada dobijemo neodredeni izraz % ili £2.

Vrijedi:
@) 00 @) (@)
lm 2oy =g (i £50) = lIm ey = lm 2.

> HOSPITALOVO PRAVILO
Zadatak 2.93.

> —2r+1 0 (22 — 2z + 1)
lim ————=—-=(L'H)=lm ——F———= =
122 —32+2 0 (L'H) xgﬁ(x?—?)x—i-Q)’
2z — 2 0
=1li =—=0.
127 -3 —1
Zadatak 2.94.
. 1 _es—1 0 ,
e (¢ =1) =e0-0= lim Ty =G = (1) =
Lo/
= lim ¢ (1 éﬁ):eizeozl
T—r—+00 —#
Zadatak 2.95.
1
lim(xlnx):()-(—oo)—limgz;.o:(L’H):
r— z—0 P

Zadatak 2.96.
1 1 T _1—

z—0 \ x et —1

Zadatak 2.97.

, Vo —1 0
im Y2 Y E) =
e Sl R

= lim = lim
rz—1 m rz—1 \/E




Zadatak 2.98.

Inz 00 ,
Ve T o (FH)=
1 2
1 ~1
_ x - = lim S(I )3 :g: (LyH):
T—00 1(x_1)—§ T—00 €T o0
Hw—1)7s 2 2
g P 1)
T—00 1 T—00 3;[—1 o0

2.15  Ekstremi funkcija jedne varijable

Postupak za odredivanje ekstrema funkcije f(x) je sljededi:

1. Nademo stacionarne tocke (stacionarne tocke su nultocke od f'(z)).
Neka su to tocke x1, o, ...

2. Svaku od stacionarnih toc¢aka uvrstimo u drugu derivaciju funkcije f
(f"(z)). Ako je f"(z;) > 0 tada je tocka x; TOCKA LOKALNOG
MINIMUMA funkcije f. Ako je f"(z;) < 0 tada je tocka z; TOCKA
LOKALNOG MAKSIMUMA funkcije f.

Napomena: Ako je f”(x;) = 0, trazimo prvu sljede¢u derivaciju viseg reda
koja je razlicita od nule u z = x;. Ako je ta derivacija parna (dakle 4., 6., 8.,
itd.), tada je tocka x; LOKALNI EKSTREM. Ako je ta derivacija neparna
(dakle 3., 5., 7., itd.), tada funkcija u x = z; ima INFLEKSIJU.

Zadatak 2.99. Nadite ekstremne vrijednosti funkcija
a) f(x)=¢"—x

b) f(z) = %=

c) f(z) = $ab — 22° 4 Lo,

Rjesenge.

e“"=1 = x=0 jejedina stacionarna tocka
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e
f'(0)=e"=1>0 = 2=0 je tocka lokalnog minimuma

f0)=¢"~0=
= rjesenje: m(0,1)
b)
1+22—2-2z 1— 22
f'(x)
xTr) = = =
(14 22)2 (14 22)2
=1—-2°=0 = 23=1 1 x9=—1 su stacionarne tocke
() —2r-(1+23)?-(1-2%-2-(1+2?) 22
xT) =
(14 22)*
(A H#?) [2- (1+2%) —dx- (1 —2?))
B (14 2243
. —2x— 203 — 4 + 4a3
B (14 22)3
_ 22° — 6z
(14 22)3
(1) =—% <0=max, f(1)=3
f(-1)=35>0=min, f(-1)=—3
L 1 1
= rjesenje: m(—1, —5), M(1, 5)
c)
_le 25,14
f(x) = s0 e +4$

fl(z) = 2° — 22 42% = 0
23 (2? — 22+1) =0
(-1 =0

= x1=0 z9=1
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= 5zt — 8x° + 322
"(0)=0 — dalje provjera
=0 — dalje provjera

= 202° — 242 + 6z
"(0)=0 — dalje provjera

fV(z) = 602 — 482 + 6

1
(1) =2 #0 neparna derivacija = (1, 0

) infleksija

fV(0) =6 >0 parna derivacija = m(0,0) minimum

O

Zadatak 2.100. Rastavite broj 10 na dva pribrojnika tako da njihov umnozak

bude najveci.
Rjesenge.

z, 10—z = 10=z+ (10 —x)
z(10 —x) — max

f(z) = —2* + 10z
f(x)=-22x+10=0 = x;=5
f(x)=-2<0 = M(5,25)

10=5+5

OJ

Zadatak 2.101. Za koju vrijednost parametara a i b funkcija f(z) = aln(z)+
bx? + x ima ekstreme u tockama s apscisama v =1 i x = 22 Koji su to eks-

tremi?
Rjesenge.
1
fllz)=a-—+2bc+1=0
x
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r=1 = a+20+1=0 /11.(—2)+1
r=2 = g+4b+1:0

—-6b—1=0
1
—6h=1 b= ——
~ 6
2
a = ——
3
2 1
flz) = —gln(x) —éxz—l—x
2 1 1
/
- .- _ 1
2 1 1
" R Al W
2 1 1 5
//1 - _ - _Z 1_
2 1 2 4
" _ 4 _ - __= 4 =
f'(2) = 573 <0 = M2, In(2) + 3)

2.16 Rast i pad funkcija jedne varijable

Teorem:

Neka je funkcija f neprekidna i derivabilna na intervalu (a, b).

Ako je f'(x) > 0 za sve x € (a,b), tada je f strogo rastuca na (a,b).
Ako je f'(z) < 0 za sve x € (a,b), tada je f strogo padajuca na (a,b).
Ako je f'(z) =0 za sve x € (a,b), tada je f konstanta na (a,b).

Zadatak 2.102. Odredite podrucje rasta i pada funkcije f(x) = x> — 3z.

Rjesenge.
Domena: Dy =R

f'(z) =32* -3 =0
337 =3 = 2*=1 = z1=-1, 2,=1
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| (o0, —1) | (=1,1) | (1,+00)
f'(x) + - +
NI
Funkcija raste na (—oo, —1) i na (1, +00)
Funkcija pada na (—1,1)

Zadatak 2.103. Odredite podrucje rasta i pada funkcije f(z) = zer.

Rjesenge.
Domena: z #0 = D;=R\{0}

F(2) =1 e + et (—xi)

Funkcija raste na (—o0,0) i na (1, +00)
Funkcija pada na (0, 1)

Zadatak 2.104. Odredite podrucje rasta i pada funkcije f(x) = —+In(x

3
1)2.

Rjesenge.

Domena: (2> —1)* >0
2~ 140
41 = #4441
Dy =R\ {11}

F() = é-ﬁ%(w%l) 2
—4x
:suth_o = =0
| (—o0,—1) | (=1,0) | (0,1) | (1,+00)
U N N
f N a ¢

Funkcija raste na (—oo, —1) i na (0,1
Funkcija pada na (—1,0) i na (1,400

~ ~—
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Zadatak 2.105. Odredite podrucje rasta i pada funkcije f(z) = 22=22=1

Rjesenge.
Domena: z #0 = D;=R\{0}

flo)=20—2— -
xr
1 202 + 1
202 4+1=0 = xQ:—% S

= nema stacionarnih tocaka
fllx) |+ +
/! a

Mogli smo i odmah zakljuciti da je f'(z) = % > 0, Vo € Dy.
= Funkcija raste na cijeloj svojoj domeni, tj. na (—o0,0) i na (0, +occ). O

2.17 Konveksnost, konkavnost, tocka infleksije

Teorem:
Neka je funkcija f neprekidna i dva puta derivabilna na intervalu (a, b). Tada
vrijedi:
e f(z) je konveksna na (a,b) ako i samo ako je f”(z) > 0 za svaki
x € (a,b).

e f(z) je konkavna na (a,b) ako i samo ako je f”(x) < 0 za svaki
z € (a,b).

Teorem:
Neka je f funkcija ¢ija je druga derivacija neprekidna na intervalu (a,b) i
neka je ¢ € (a, b).

e Ako je f"(¢) =01 f” mijenja predznak u c (tj. f"(x) >0zaa <z <c
if'(x) <O0zac<axz<bilif'le) <0zaa<z<cif'(x)>0za
c < x < b), tada je ¢ tocka infleksije funkcije f.

e Ako je ¢ tocka infleksije funkcije f, tada je f”(c) = 0.
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Zadatak 2.106. Odredite podrucja konveksnosti, konkavnosti i tocke inflek-
sije funkcije f(x) = * — 62® + z + 1.
Rjesenge.
Domena: Dy =R
f/(z) =32* — 122+ 1
f"(x) =62 —12=0
6r =12 = x =2 jekandidat za tocku infleksije

| (=00,2) | (2,+00)
f"x) |~ +

N U

Funkcija je konkavna na (—oo, 2).
Funkcija je konveksna na (2, +00).
= = = 2 je tocka infleksije. O

Zadatak 2.107. Odredite podrucja konveksnosti, konkavnosti i tocke inflek-
sije funkcije f(x) = —x? — 6 + 5.
Rjesenge.
Domena: Dy =R
f(z) =—22—61
f"(x)=—=2#0 = nema tocaka infleksije

\ (—00, +00)
f"(x) -
N

Funkcija je konkavna Vo € Dy. O

Zadatak 2.108. Odredite podrucja konveksnosti, konkavnosti i tocke infiek-
sije funkcije f(x) = ﬂ”—f%

Rjesenge.
Domena : > — 25 # 0

x? #£ 25
r#+5 = D;=R\{-55}
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2z(z* — 25) — 2% - 22

/ —
Fz) = (x2 —25)2
228 =500 —22° 50z
(22 —25)2 (a2 —25)2

() = —50(x* — 25)% + 50z - 2 - (2% — 25) - 2z

(x2 —25)4
~ 50(x?* —25) - [—(2® — 25) + 4a?]
B (22 — 25)4
50322 4 25)
ST omp ) TE

= nema tocaka infleksije
() + — +

U N U

Funkcija je konkavna na (—5,5).
Funkcija je konveksna na (—oo, —5) i na (+5, +00). O

2.18 Graficki prikaz funkcije
Ispitujemo sljedece elemente:

1. domenu

2. nul-tocke

3. asimptote

4. stacionarne tocke, rast, pad
5. ekstreme

6. tocke infleksije, konveksnost, konkavnost

Zadatak 2.109. Uz detaljne argumente graficki prikaZite funkciju f(z) =
3 — 3z.
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Rjesenge.

1. domena: Dy =R

2. nul-tocke:

f(z) =0

3 —3x=0
z(z*-3)=0 = 29=0, x373=i\/§
3. asimptote: nema

4. stacionarne tocke, rast, pad:

fl(x)=32"-3=0

322=3 = =1 = r1=—1ay=1
‘ <_ 5 1> ‘ <_171> ‘ <17+OO>
+

322 -3 +_ —
v ¢ /
5. ekstremi:
f"(z) =6z
f"(-1)=-6<0 = M(-1,2)
ffMy=6>0 = m(l,-2)

6. tocke infleksije, konveksnost, konkavnost:
f"(x)=6x=0 = 2=0 jekandidat za tocku infleksije
‘ <_OO>0> ‘ <07+OO>
f'@) | - +
N U
).

Funkcija je konveksna na (0, +00
Funkcija je konkavna na (—o0, 0).
x = 0 je tocka infleksije.
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Slika 2.17: Graf funkcije f(z) = 23 — 3.

Zadatak 2.110. Uz detaljne argumente graficki prikaZite funkciju

Rjesenge.

l. domena: t —1#0 = z#1 = D;=R\{1l}.

2. nul-tocke:

3. asimptote:
Okomita asimptota: pravac r = 1

1 - =

P o1 o T
. x? 1

lim = — = -0

z—1— T — 0—

= pravac x = 1 je okomita asimptota!

Desna kosa asimptota: pravac y = kx + [

2
1
k= lim — .2 = lim —— =1,
zotooxr —1 x  aotoox —1

2 2 _ .2
[ = lim ( * 1—£L‘): lim uzl,

r—+00 \ T — T—r+00 xr — 1

= y =2+ 1 je desna kosa asimptota
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Lijeva kosa asimptota: pravac y = kx + [
21
k= lim — == lim — =1,

gscox —1 1 ao-ocox—1

2 2 _ .2
[= lim ( * —x): lim uzl,

-0 \ x — 1 T——00 r—1

= y =u1x+1 je lijeva kosa asimptota

= pravac y = x + 1 je i lijeva i desna kosa asimptotal

4. stacionarne tocke, rast, pad:

(2?) - (x—1)—2*(x—1) 2ux(x—-1)—2®> 2*-2u

f’(fE) = (x —1)2 o (x —1)2 - (z —1)2
fla)=0 & 2*-20=0 & a(z-2)=0

= x1=0, 19=2
| (—00,0) | (0,1) | (1,2) | (2,+00)

NI NN
e e ¢ e
5. ekstremi:
" (2° —22)" - ((x — 1)*) — (2® — 22) - ((= — 1)?)
e (@—17p

C(2r-2)-(z -1 = (2* —22)2(x - 1)
(z — 1)t

_ (z —1)[(2z — 2)(z — 1) — 2(2* — 22)]
(1)

20 -2 —20+2-227 44z 2

(x—1)° (x —1)°

f"(0)=-2<0 = M(0,0)
f"2)=2>0 = m(2,4)

6. tocke infleksije, konveksnost, konkavnost:

f"(x)=0 < 2=0 =<« nema tocaka infleksije
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‘ (—00, 1) ‘ (1, +00)
f"(x) a G
).

Funkcija je konveksna na (1, 400
Funkcija je konkavna na (—oo, 1).

r =1

3:2
r—

Slika 2.18: Graf funkcije f(x) =

-

Zadatak 2.111. Uz detaljne argumente graficki prikaZite funkciju

z+1

1=y

Rjesenge.

1. domena: Dy = R.

2. nul-tocke:

flz)=0 = x4+1=0
r=-1 = 1l=-1

3. asimptote:
Nema okomitih asimptota.
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Desna kosa asimptota: pravac y = kx +(

k= li ttl
= 11m _—— = s
z—+o00 py/a2 4 1

1
T——400 z2+1

= y =1 je desna vodoravna asimptota

Lijeva kosa asimptota: pravac y = kx + [

k= li e+l
= 11m P —— N
z——00 pa/72 + 1

1
l:hm(ii—az—L
T——00 2 +1

= y = —1 je lijeva vodoravna asimptota

4. stacionarne tocke, rast, pad:

(x4 1) (2? + )% — (& + 1)[(2® + 1))

!/
(22 4+ 1D)Y2 — (2 4+ 1)i(2?+1)72 22
B 241
?+1—(z+ 1z 11—z

(@24 1D)2(22+1) (22 +1)32
fllx)=0 & 1-2=0 < x=1

= x1 =1 je stacionarna tocka
O -
S N\
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5. ekstremi:

(L) (@ + )% (1= @)l 4 )Y

"
fiw) = (24 1)3
—(224+1)%2 - (1 —2)2 (22 +1)Y% 22
- (22 + 1)3
— (@ + DV (2?2 + 1) — 3x(1 — 2) (22 + 1)/?
B (2 + 1)
(2 4+ 1)Y2 . [—2% — 1 — 3z + 327
B (22 £ 1)3 B
222 — 3w — 1
pR s

(1) = _—2 <0 = M(1,V?2)

2

6. tocke infleksije, konveksnost, konkavnost:
f"(z)=0 & 222—-3z—-1=0

_3—V17

3+ V17
T = +T ~1.78, T~ 0.8
f%)<—mfz@><3fhﬂf60%%+w>
x + — +
Y
Funkcija je konkavna na (3_21/ﬁ, 3+21/ﬁ).
Funkcija je konveksna na (—oo, 3’21/ﬁ> ina <3+ﬁ, +00)

x1 1 x9 su tocke infleksije.
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2.19 Ekonomske primjene. Ukupne, prosjecne i granicne veli¢ine.

Zadatak 2.112. Zadana je funkcija prosjecnih prihoda AR(Q) = 15 — Q,
gdje je Q kolicina proizvodnje.

a) Odredite prosjecni prihod na razini proizvodnge 5 i interpretirajte.

b) Odredite funkciju ukupnih prihoda u ovisnosti o proizvodnji Q.

¢) Odredite graniéni prihod na razini proizvodngje 5 i interpretirajte.

Napomena:

— Neka je R(Q)) funkcija ukupnih prihoda u ovisnosti o proizvodnji Q.
Vrijednost R(Qo) kaze koliki je ukupan prihod ako smo proizveli @y jedinica
robe.

— Funkcija prosjecnih prihoda u ovisnosti o proizvodnji racuna se po

formuli: R(Q)
AR(Q) = —.
(@) 0
Vrijednost AR(Qy) = RS?)O) nazivamo prosjec¢nim prihodom na razini

proizvodnje ()y i ona nam govori koliki se prihod po jedinici proizvodnje
prosjecno ostvaruje gledaju¢i do nivoa proizvodnje Q).
— Funkcija grani¢nih prihoda u ovisnosti o proizvodnji racuna se po

formuli:
MRQ) = (@) -

Vrijednost M R((Q)y) nazivamo grani¢nim prihodom na razini proizvod-
nje (o i ona nam kaze koliko se brzo mijenja prihod bas onda kada je pro-
izvodnja jednaka (Qy, tj. ako proizvodnju sa vrijednosti ()9 povecamo za
1 jedinicu, za koliko jedinica ¢e se promijeniti prihod. Naravno, ta brzina
promjene je razlic¢ita ovisno o nivou proizvodnje koji promatramo.

= R(Q).

Rjesenge.

a)

AQ)=1-@Q
= A(5)=15—-5=10

Interpretacija: do razine proizvodnje 5, po jedinici proizvodnje pro-
sjecno se ostvaruje prihod 10.
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b)

RQ)=Q-(15-Q) =15Q - Q*

MR(Q) =r(Q) = R'(Q)
— 15— 20
= r(b)=5

Interpretacija: ako na razini proizvodnje 5 pove¢amo proizvodnju za 1
jedinicu, prihod ¢e se povecati za 5 jedinica.

OJ

Zadatak 2.113. Na odredenoj razini proizvodnje, rad L i kapital C povezani
su relacijom L - C' = 10.
dL

a) Izvedite granicnu stopu supstitucije rada kapitalom 5.

. . . .. . dc
b) Izvedite granicnu stopu supstitucije kapitala radom S .

Rjesenge.
a) L= = 4 -_10 <0
Kada se kapital C' poveca za 1 jedinicu, rad se smanji za é—% jedinica.
b)C =10 = &= _10 <0
Kada se rad L poveca za 1 jedinicu, kapital C' se smanji za % jedinica.

O

Zadatak 2.114. Dane su funkcija ukupnih prihoda R(Q) = —5Q* + 10Q i
ukupnih troskova T(Q) = 5Q? — 90Q, pri éemu je Q koli¢ina proizvodnje.
Maksimizirajte dobit. Za koju kolicinu proizvodnje se ostvaruje maksimalna
dobit?

Rjesenge.
Funkcija dobiti dana je sa:

D(Q) =R(Q) - T(Q)
=10Q — 5Q% — 5Q% + 90Q
=100Q — 10Q>.
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Trazimo maksimum:

D'(Q) =0
100 — 20Q = 0
= (=5

D"(Q)=-20 <0 — max

= M(5,250)

Maksimum dobiti ostvaruje se na nivou proizvodnje () = 5 i jednak je 250.
O

2.20 Elastiénost funkcije

Uvodimo tzv. koeficijent elasti¢nosti funkcije y = y(z) obzirom na x:

Jo—

y?x

QL
<

Interpretacija:

Izraz d?‘”, odn. C;—y oznacava relativnu (u postocima) promjenu varijable z,
odn. funkcije y. Koeficijent elasti¢nosti funkcije y = y(z) na nivou z = z
predstavlja odnos relativne promjene funkcije i relativne promjene varijable

na nivou z = xo.

Napomena:

e Ako je na nivou x = x( granic¢na vrijednost jednaka prosjecnoj vri-
jednosti, koeficijent elasticnosti funkcije y na nivou z = g je jednak
E,,=1.

e Ako je na nivou x = zo |E,,| < 1, kazemo da je funkcija y = y(z)
neelasti¢na na nivou z; (na tom nivou se funkcija apsolutno manje
mijenja nego varijabla).
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e Ako je na nivou x = zo |E,,| > 1, kazemo da je funkcija y = y(z)
elasti¢na na nivou z, (na tom nivou se funkcija apsolutno vise mije-
nja nego varijabla).

e Kazemo da je 'funkcija’ y = y(x) savrSeno elasti¢na na nivou z = x,
ukoliko za fiksnu razinu nezavisne varijable x( 'funkcija’ moze poprimiti
bilo koju vrijednost (graf - okomiti pravac).

Tada je |E, .| = 0o na nivou z = xy.

e Kazemo da je funkcija y = y(z) savrSeno neelasti¢na ukoliko ona
poprima konstantnu vrijednost za bilo koju razinu varijable x (graf -
horizontalni pravac).

Tada je £, , = 0 na svim nivoima.

Svojstva koeficijenta elasti¢nosti:

N
o by, = By’

° Ei@ =FEr, — Eg,.
g

Zadatak 2.115. Zadana je funkcija potraznje q(p) = —p? + 10, gdje p pred-
stavlja cijenu. Izracunagte koeficijent elasticnosti funkcije potraznje na nivou
cijena p = 2. Interpretirajte rezultat.

Rjesenge.
Eup="2¢(p) = —5—— (~2p) = _22p2
q —p* + 10 —p*+ 10
Interpretacija:

Na nivou cijena p = 2 (onda kada je cijena 2), ako cijenu poveéamo za 1%
njezine vrijednosti, potraznja ¢e se smanjiti (zbog predznaka —) za priblizno
107, E—

]

Zadatak 2.116. Zadana je cijena kao funkcija potrainje q, p(q) = 100(2 +
q)~2. Odredite koeficijent elasticnosti E,, na razini p = 4 i interpretirajte
rezultat.
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Rjesenge.
Najprije moramo izraziti ¢ kao funkciju od p, ¢ = q(p):

100 , 100
p= = (24¢q¢)=—
Grqr ~ CGTO=W
2+ 10
q=—F
N
1
q=—0—2
N

P 10 )/
o (1)
AW

D Ly
_10—A@'m'(2>if
5

N

10 — 2,/p
-5 ) )
E :4 = = e

Na nivou p = 4, ako cijenu povec¢amo za 1%, potraznja se smanji za priblizno

59,

0
Zadatak 2.117. Zadana je funkcija potrainje q(p) = /20 — %p. Za koju
cijenu p je E,, =17 Interpretirajte.
Rjesenge.
Prvo treba odrediti prirodnu domenu za cijene (na kojoj ¢(p) ima smisla):
20 — %p >0 /-2
40 —p >0
40 > p
p <40
= D = |0, 40]

e (1)
V20-1p 2/20-1p \ 2
P _

4-(20 — ip)

= -—p=80—2p = p=280 ¢D = ne postoji takav p!
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Interpretacija: Ne moze se dogoditi da se na nekom nivou p pove¢anjem cijene
za 1% i potraznja poveca za 1%, jer je potraznja opadajuca funkcija cijene i
kad cijena raste, potraznja pada.

O

Zadatak 2.118. Za funkciju y(x) = 2% odredite parametre a i b takve da
zax =1 vrijedi By, =5, azax =2 E,, =8.

Rjesenge.
E .= T (axa 16b$+xaebx b):
Y raebr
X —1
o T a br®) =
prpe . (az®t + bx®)
=27 (az® '+ bz") = a + bx
a + b-1 =5
a + b-2 = 8
a + b = 5 =0b=5—a
a + 20 = 8 = a—2a+10=28
=a=2, b=

O

Zadatak 2.119. Oeredite podrucje elasticnosti © neelasticnosti funkcije po-
traznje q(p) = IOOT_”.

Rjesenge.
Ekonomske varijable moraju imati smisla:

p =0,
glp) >0 & 100-p*>0 < pe[-10,10]

— pe€|0,10]
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_ _p _ 1. __—2p?
Eqap — 100—p2 < 3 2]9) ~ 100—p2
#

elasticnost < |Eypl > 1
W >1 (100 —p*> >0, —2p*> < 0)
100 — p? - -
2 2
L >1
100 — p?
3p? — 100
1%0—_2)2 >0 (100 — p* > 0, 0 u nazivniku daje |E,,| = o)
100
p* > ?/ v (p=0)
- 10
R
= na nivoima p € (\1/—%, 10] funkcija je elasti¢na, a na p € [0, \1/—%> neelasticnal
OJ
Zadatak 2.120. Dan je koeficijent elasticnosti funkcije ukupnih troskova
T(Q), Erg = \/% Odredite kolicinu proizvodnje za koju su prosjecni
troskouvi jednaki granicnima.
Rjesenge.
ar T
ETQ:Q'—:Q'—:l = Q =1
’ T dQQ T @ Q+2
Q=vQ+2/()?
Q=Q+2
Q@-Q-2=0

= Q1 X-1, Q=2V
O

DZ 2.121. Uz koju cijenu je funkcija potraznje q(p) = % savrseno elasticna?
Interpretirajte.

Rjesenge.




Za cijenu p = y/a je funkcija potraznje savrseno elasticna. To znaci da na
razini cijene p = \/a mozemo postiéi bilo koju razinu potraznje.

OJ
DZ 2.122. Za koju je wvrijednost cijene p elasticnost funkcije potraznje

q(p) = /8 — p? jedinicna?

Rjesenge. (|Eypl =1 & p=2)

Zadatak 2.123. Odredite podrucje elasticnosti i neelasticnosti funkcije po-
traznje, q(p) = /4 — p.
Rjesenje. (elasticna za p € (3,4])

Zadatak 2.124. Dana je funkcija ukupnih troskova proizvodnje,
T(Q) = 0.01Q% + 20Q + 900. Odredite elasticnost ukupnih i prosjecnih
troskova na nivou proizvodnje ) = 200.

Rjesenge.
Q . Q
Ero=2.T(0) = -(0.02Q + 20) =
re =7 T(Q) 0.01Q2% + 20Q + 900 (0.02Q +20)

0 0.02Q%* 4 20Q

~0.01Q2% + 20Q + 900
4800 48

Fra(@ =200) = 2356 = 53

=Q=200: Q11% = T(Q)T%%

5)
Ero=Ero—Egq=FErg-1= ¢
=Q=200: Q11% = A(Q)z@i%%

O
Zadatak 2.125. Ako je koeficijent elasticnosti funkcije prosjecnih troskova
E 10 = %, 1zvedite koeficijent elasticnosti funkcije ukupnih troskova.
Rjesenge.
E%Q =FErg—FEoo=Frg—1

—2 2Q — 1
;»ETvQ:EaQH:Q—H: ¢

Q+1 Q+1
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Poglavlje 3

FUNKCIJE VISE VARIJABLI

3.1 Homogene funkcije, homogenost

Napomena:
Kazemo da je funkcija f : R” — R homogena stupnja a ako i samo ako
vrijedi:

f()\l'l, /\ZL‘Q, ceey )\ZIZ’n) = )\af(xl, T, ... ,ZEn).

Zadatak 3.1. Ispitajte da li su sljedece funkcije homogene i nadite im stu-
panj homogenosti.

Rjesenge.

T1+T2

a) f(xy,z9,23) =21 23 4/In Frm—

Az + Az
FOw1, Az, Aa) = (A1) ) In 2=
A(x1 + x2)
T [ A(xg + x3)
_ )\2 12 ln T + 1)
Ty + mBJ
= f(x1, 2, 3)
= )\Zf(131,172;373)
= a=2
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b) f(z,y) =2 +y’Inx
FOw, ) = ) + () In(A)
= \22% + X% In(\z)
=X 2" +y* In(A)]
—— ——

# f(z,y)

= fnije homogena funkcija

f(z,y,2) =32*/ylnz — odmah vidimo da se, kao i u b) dijelu
zadatka, iz In(Az) nec¢e modi izluciti A
= f nije homogena funkcija

ALI:
fAx, My, 2) = 3(\x)*/Ayln 2
= 3A2:U2)\%y% In 2z
— A2)\3 . 3x2\/§1nz
— )3 3x2\/§1nz
————
= f(z,y,2)

= f je parcijalno homogena u varijablama x i y

stupnja homogenosti o = 2.
d) Q(L,C) =1.3[0.3L7%° +0.7C05] 2
QAL,AC) = 1.3[0.3(AL) % +0.7(AC) %72
= 1.3[0.3A7 0P L70% 4 0.7\ 05 C 0572
= 1.3(A%%)72[0.3L7°% + 0.7C 0] 2
= A1 1.3[0.3L7°% + 0.70707) 2

=() je homogena funkcija stupnja homogenosti a@ = 1

.1’2 X
e) f(z,y) =log ="

(Az)? + (\x)(\y) Na? 4+ Ny
f(Az, Ay) = log =log ———5—
(Ay)? A%y?
A (2 + oy %+ xy 0
=log —5—— = log /7 = f(z,y) = N f(2,y)

A2q2
= f je homogena funkcija stupnja homogenosti o = 0
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f) Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje: Q(L,C) = 0.3L%*C%¢

= homogena, a =04+ 0.6 =1

g) Cobb-Douglasova funkcija u logaritamskom obliku:
InQ(L,C)=02InL+08InC+3
= () je homogena, « = 0.2+ 0.8 =1

h) Funkcija potraznje za proizvodom 2 u ovisnosti o cijenama proizvoda 1 i
2:
Ingo(p1,p2) =1.2Inp; — 0.3Inpy + 1

= homogena, « = 1.2 -0.3 =0.9

Zadatak 3.2. Zadana je funkcija

€/x4 + 5x2y2 +4y4
z2(x,y) = :

2r +y

Za koliko ¢e se postotaka promijeniti funkcijska vrijednost od z ako se vari-
jable x iy istovremeno poveéaju 10% ?

Rjesenge.

SN

— Y+ 0 _ 1.1
Yy—y 100y— -1y
Ra¢unamo z(1.1z,1.1y) = A=1.1
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Az)* 4+ 5(Ax)2(Ay)? + 4(\y)*
Az, \y) = (A\x) ¢ (
gl Mat + 5222 \2y2 + 4 \4y4
- 2\ + \y

\ o A (xt + ba2y? + 4yt)
fr— €T -
A2z +v)

2v+y

44 Bar202 4 4gd
:)\Q-xi’/x Ty ¥ Y =117 2(x,y)

44 b2 4
_)\x\/—\/x—l—xy—l—y

2x +vy
=121 2(x,y)
= Vrijednost funkcije z ¢ée se povecati za 21%.

O

Zadatak 3.3. Dana je funkcija Q(L,C) = 1.5L5C%7. Odredite parametar
s € R, s # 0, takav da vrijednost funkcije Q(L,C') uslijed smanjenja varijabli
za 3.6% ostane nepromijenjena.

Rjesenge.
3.6
L—L——L= 4L
100 0.96
——C= 4
C—=C 1006’ 0.964C

= X = 0.964 i Zelimo da vrijedi Q(AL, \C) = Q(L,C) = \°Q(L, C)
Drugim rije¢ima, zelimo da funkcija Q(L, C') bude homogena stupnja homo-
genosti a = 0.

Q(AL,AC) = 1.5(AL)*(AC)*T = XN*T07Q(L, C)

= a=s+07=0 = s=-07

Napomena:

Za homogenu funkciju sa stupnjem homogenosti o kazemo da ima:
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e opadajuce prinose ukoliko je 0 < a < 1,
e konstantne prinose ukoliko je o = 1,

e rastuce prinose ukoliko je oo > 1.

Zadatak 3.4. Dana je funkcija Q(L,C) = 0.3L%7C%3. Kakvi su prinosi u
pitanju? Za koliko ce se postotaka promijeniti koli¢ina proizvodnje ako se rad
i kapital istovremeno poveéaju za 5% ?

Rjesenge.
a=074+03=1 = U pitanju su konstantni prinosi.

Q(1.05L,1.05C) = 1.05" - Q(L,C) = 1.05- Q(L, C)

Ako se rad i kapital istovremeno povecaju za 5%, koli¢ina proizvodnje ¢e se
takoder poveéati za 5%. O

DZ 3.5. Ispitajte homogenost funkcije:
a) f(x7 Y, Z) - 200%2\/260'01?;/7

b) Ing(p1,p2,t) = —3.2Inp; + 0.2Inpy + 0.3t + 1.

3.2 Parcijalne derivacije

Parcijalnu derivaciju funkcije f : R" — R u tocki (z1,...,z,) po i-toj
varijabli definiramo kao
0 i h,..., n) — N T )
f(l'l,...,l'n):hmf(xl’ 7$+ fL‘) f(xl x l’)’
8567; h—0 h

ukoliko taj limes postoji.
Za parcijalnu derivaciju funkcije f po i-toj varijabli koriste se sljedece oznake:

Za parcijalno deriviranje funkcija vise varijabli vrijede ista pravila kao i
za deriviranje funkcija jedne varijable uz napomenu da zamisljamo da su sve
varijable, osim one po kojoj trenutno deriviramo, zapravo konstante.
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Zadatak 3.6. Nadite parcijalne derivacije funkcije f(x,y) = 32> +xy+ /Y.
Rjesenge.

fo=3-22"4+1-y+0=06x+y

1 1
=0+ -1+ — =2+ —

2Vy VY
0

Zadatak 3.7. Nadite parcijalne derivacije funkcije z(x,y) = (x + 2y)e” 9",

Rjesenge.

ze = (140" + (24 2y)e” ¥ (22 + 0)
= "t (1 4 22(z + 2))
= (1 4 222 + day)
2= (04 2)e™ 4 (x+ 2)e” (0 + 3y)
=" (2 4 3y’ (v + 2))
(

= (2 4 32y + 63°)
O]

Zadatak 3.8. Nadite parcijalne derivacije funkcije f(x,y,z) = *** —Inyz+
1.

Rjesenge.

fo =22 — 0+ 0 = 22¢*™*

1 1
fr=0——24+0=—-
Yz Y
f. = > 2 — —y = 2xe®™* — =
Yz z
0
Zadatak 3.9. Nadite parcijalne derivacije funkcije u(zx,y) = 2;;;’.
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Rjesenge.

(2:1-0)(x+y)— (2x—y)(1+0)

o (z +y)?
C2e+2y—20+y 3y
o (@ty)?r (t+y)?
w = 0-Da+y) - Q2r-y)(0+1)
! (z +y)?
—rx—y—2r+y 3w
(z+y)?  (z+y)?

O

Zadatak 3.10. Zadana je funkcija f(x,y, z) = \/2* — y*+v/2xz + 1+In(y+
e). Izracunajte f.(1,0,4).

Rjesenge.

Foltys) = —op— L 9.1
z,Y, — 2T+ —F—=- 22
SR 025z T 1
. T 4 z

_\/xQ—y2 V2rz +1
1 4
+(1,0,4) = +
Jal ) VIZ—02 2. 1-4+1
AT
3 3

3.3 Totalni diferencijal

Neka je z = f(z,y) diferencijabilna funkcija dvije varijable. Ako su dz i dy
proizvoljni realni brojevi, definiramo totalni diferencijal od z = f(z,y) u
(x,y), oznacen sa dz ili df, kao

o oy Wy

+

dz " Ox 8@/
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Kada se x promijeni u x + dx, a y u y + dy, tada promjenu funkcijske
vrijednosti zovemo prirast

Az = f(z+de,y+dy) — f(z,y).

Ako su dx i dy mali u apsolutnoj vrijednosti, tada Az mozemo aproksimirati

sa dz of of
Nz~ = —dy.
zrdz o dz + By dy

Zadatak 3.11. Za koliko se priblizno promijeni vrijednost funkcije z(x,y) =
xeY ako x =1 poraste na 1.15, a y = 1 padne na 0.97

Rjesenje.

r=1 dr=115—1=0.15
y=1, dy=09—-1=-0.1

Az = dz = zdx + z,dy
= eVdx + zedy
=e' 015+ 1-e" - (=0.1)
=e-(0.15—-0.1) = 0.05¢

3.4 Koeficijenti parcijalne i krizne elasti¢nosti

Koeficijent parcijalne elasti¢nosti funkcije dvije varijable, f(z,y), u od-
nosu na varijablu z definira se kao

Ef,ac: f;t

x
f
Interpretacija:

E¢, na nivou (z,y) = (o, yo) nam govori za koliko se priblizno posto poveca
vrijednost funkcije f, ako se varijabla x iz nivoa xy poveca za 1%, a varijabla
y ostane nepromijenjena.
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Analogno se definira i koeficijent parcijalne elasti¢nosti funkcije dvije
varijable, f(z,y), u odnosu na varijablu y:

Y
Eyy = ? “Jy
Interpretacija:
Ey . na nivou (z,y) = (0, yo) nam govori za koliko se priblizno posto poveca
vrijednost funkcije f, ako se varijabla y iz nivoa y, poveca za 1%, a varijabla
x ostane nepromijenjena.

Zadatak 3.12. Izracunajte koeficijente parcijalne elasticnosti funkcije f(x,y)
vV x —y? u odnosu na varijable x iy, te interpretirajle rezultat na nivou
r=125,y=3.

Rjesenge.
T T 1 x
E x p—_ x pu— . . ]_ p—
Te =¥ ! r—y? 2y/x — 1> 2(z —y?)
25 25
E:p(25,3) = ——— = —
2(25,3) 2(25—9) 32

Na nivou z = 25, y = 3 kada z poveéamo za 1% vrijednost funkcije f ée se
povecati priblizno za 22%.

Y

Eiy==-f,= . (—2y) =

fy I fy =0 2T (—2y) T — 42
-9 -9

B9 = 5575 = %

Na nivou x = 25, y = 3 kada y poveéamo za 1% vrijednost funkcije f ¢e se
smanjiti priblizno za £=%. O

Pretpostavimo da na trzistu imamo dva proizvoda. Oznaé¢imo sa p; cijenu
prvog, a sa psy cijenu drugog. ¢; neka je potraznja za prvim proizvodom. Kako
ona ovisi o cijeni tog proizvoda, ali i o cijeni drugog proizvoda, q; je zapravo
funkcija dvije varijable, tj. ¢ = q1(p1,p2). Analogno, ¢2(p1,p2) je funkcija
potraznje za drugim proizvodom.

Koeficijenti krizne elasticnosti su specijalni slucaj koeficijenata par-
cijalne elasticnosti i opisuju ponasanje funkcije potraznje jednog proizvoda
u slucaju kada se mijenja cijena drugog proizvoda. Dakle koeficijenti krizne

elasticnosti su Eg, ,, 1 Eg, 5, -

142



e Kazemo da je neki proizvod normalno dobro ukoliko povec¢anje cijene
tog proizvoda (dobra) uzrokuje pad potraznje za tim dobrom (p; T=

Q).

e Proizvodi su supstituti ukoliko rast cijene jednog od njih uzrokuje
rast potraznje za drugim. (ps 1= ¢1 1).

e Proizvodi su komplementi ukoliko rast cijene jednog od njih uzro-
kuje pad potraznje za drugim. (p2 1= ¢1 ).

Zadatak 3.13. Dana je funkcija potraznje qi(p1, p2) = %p? + p%. Izracunagte
1 interpretirajte koeficijente parcijalne i krizne elasticnosti na nivou cijena
p1 = 1, po = 2, te interpretirajte rezultat. Jesu li proizvodi komplementi ili
supstituti?

Rjesenge.
koeficijent parcijalne elasti¢nosti:
p1 Oq P1 P%
Bym=—"5-=15 5 PM=153 5
@ Opr Pt Pt o,
1 1
Equm(l?z) = %_'_% = g

Na nivou cijena p; = 1, py = 2, kada cijenu prvog proizvoda (p;) poveéamo za
1% potraznja za tim proizvodom (q;) poraste priblizno za %%. Zakljucujemo
da prvi proizvod nije normalno dobro.

koeficijent krizne elasti¢nosti:

:@.%:L.(_i): —5 _ =)
TPq Opr g+ py pe(api ) gpipe+5
) 5)
Byp(1,2) = —o =2
QI7p2(7) %.1'2+5 6

Na nivou cijena p; = 1, py = 2, kada cijenu drugog proizvoda (py) poveéamo
za 1% potraznja za prvim proizvodom (g;) smanji se priblizno za %%. Za-
kljuc¢ujemo da su proizvodi komplementi. [l

Zadatak 3.14. Zadana je funkcija proizvodnje Q(L,C) = 2v/ L3C. Izracunajte
EQ7L Z EQ7C.
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Rjesenge.

Q(L,C) =2- L2C2 = Cobb-Douglasova funkcija
= Equ =13 Eqo=3

OJ
Zadatak 3.15. Zadano je Inqu = —1 — 1.423Inp; + 41npy. [zracunajte
koeficigente parcijalne i krizne elasticnosti funkcije q;.
Rjesenge.
E, » = —1.423 (proizvod 1 je normalno dobro)
E, p», =4 (proizvodi su supstituti)
O

3.5 Eulerov teorem

Teorem 3.16 (Eulerov teorem).
Neka je [ = f(x1,29,...,2,) homogena realna funkcija n realnih varijabli,
sa stupnjem homogenosti o. Tada vrijedi:

Ty foy t Tofo, + oo F T fo, = f /:f7
Ef,asl —|—Ef’x2 + ... +Ef,:rn = Q.

Zadatak 3.17. Zadana je funkcija

flay)=a*-y=-

Izracunajte xfy +yfy.
Rjesenge.
Prvo provjerimo da li je f homogena i, ako jest, kojeg stupnja:
Az - (Ay — A\x)

(Ay)?
—\222\ "3y =3 In Az - )(Xzég — )

:)\_1 x2y_3 ln x(y—;x)
Yy

N J/

f(;c,,y)
= f homogena stupnja o = —1.

fOx,xy) =(A\x)* - (A\y) ™ - In
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Sada primjenom FEulerovog teorema dobivamo:

= xfm—l—yfy:—l'f:—ﬁy_g’m%'

Zadatak 3.18. Zadana je funkcija

flx,y) = Va(nz —Iny) +y7.
Odredite parametar t € R, t # 0, takav da vrijedi xf, = —yf,.
Rjesenge.
Prvo provjerimo homogenost funkcije f:

FOz, My) =V z(In (Az) — In (Ay)) + () ?

1 1
=\txt

Y

)\ (Vz(Inz — Iny) + y)

(. J/

-~

f(z.y)

1
= f homogena stupnja a = n
Primjenom FEulerovog teorema dobivamo:
1
rfp+yfy=a- - f= T f = (uvjet zadatka) = 0.

Kako f nije svuda jednaka 0, slijedi % = 0, Sto nije moguce.

Zaklju¢imo, ne postoji takav t € R.

Zadatak 3.19. Odredite parametart € R, t > 0, takav da vrijed:
TUg + YUy + 2U, = U,

ako je nu(z,y,z) = —In2+ Inva? —In =y/y —In +/z.

Rjesenge.

Ispitujemo homogenost u:

2 1 1
Inu(z,y,2z) =—In2+Inzt —Iny=t —Inz#1
2 1 1
=—In24+-Inx———1Iny — 1
n +tnx t+1ny ; 1nz
2 1 1 2 2

= h _s_ L L 2
OMOBENA, = 4 = T T r 1t t+1
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=0 = 2 —t+2=0 = t; =2, t,=1.

Zbogt>0 =t=1.

Zadatak 3.20. Dana je funkcija

fl@y.2) = —~Inz.

VY

Izracunagte x fy +yfy + 2f-.

Rjesenge.
Funkcija f je parcijalno homogena sa koeficijentom o = % jer je
Az X
fAz, Ay, 2) = ——=1Inz = A2 Inz.
VAY VY
——
f(zy,2)

1
= (Buler) zf,+yf, = Sy g (fiksiramo z, kao da je neka konstanta).

2y
T 1

Ostaje nam derivirati f po z: fZ:\/—g-; = z2f.=% L -{=

1z z
= vfp+yfyt+tz2fi=-z—hnz+—.

2\ Vi

Zadatak 3.21. Dana je funkcija potrainje za proizvodom 1 wu ovisnosti o
cijenama proizvoda 1 1 proizvoda 2:

a1 (p1,p2) = 2p2(2p5 + pi) ™"

Odredite parametar t € R takav da je suma parcijalne i krizne elasticnosti
jednaka 0.
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Rjesenge.
E‘h,pl + Eq17p2 =0= (Elﬂer> =

q1(Ap1, Ap2) =2Ap2 (2A'p + Nph)
=2Apa[A\" - (2ph + p})]
=22py - AT (2ph + ph)
=\ 2py - (2 + )

q1(p1,p2)

= ¢, homogena, o = 1 — ¢

0

Zadatak 3.22. Neka je dana funkcija proizvodnje u ovisnosti o radu L i
kapitalu C, Q(L,C) = 0.5LVC. Izracunajte sumu svih parcijalnih elasticnosti
proizvodnje.

Rjesenge.
Q(L,C) = 0.5L'C? — homogena s koeficijentom ov =1+ 5 = 3
1 3
(Euler) = EQ’L + EQ,C =a=1 -+ 5 = 5
= (@ je funkcija rastuéih prinosa (o > 1). O

Zadatak 3.23. Neka je dana funkcija proizvodnje Q(L, C,t) = 0.5L+/Ce®3t,
Izracunajte sumu svih parcijalnih elasticnosti proizvodnje.

Rjesenge.

Po prethodnom zadatku je Eqp + Eqgc = 3.

t t

E - — . - -
@t @ 0.5L\/Ce03t

o -0.5LVCe®3 . 0.3 = 0.3t

3
= EQ’L + EQ’C + EQ,t = 5 + 0.3t.

O

Zadatak 3.24. Zadana je Cobb-Douglasova funkcija proizvodnje u logari-
tamskom obliku,
In@Q =023+0.23InL+0.35InC.

Izracunajte sumu svih parcijalnih elasticnosti proizvodnje.
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Rjesenge.
Eor + Egc = (Euler) = a = 0.23 + 0.35 = 0.58
= Q je funkcija opadajucih prinosa (a < 1). O

Zadatak 3.25. Funkcija potraznje za proizvodom A homogena je stupnja 1,
te ovisi o cijeni proizvoda A i B. Ako je koeficijent elasticnosti te funkcije u
odnosu na cijenu proizvoda A jednak -0.5, izracunagte vrijednost koeficijenta
elasticnosti te iste funkcije potraznje u odnosu na cijenu proizvoda B, te ga
interpretirajte.

Rjesenge.
Neka su pa i pp cijene proizvoda A, odn. B, a g4 = qa(pa,ps) funkcija
potraznje za proizvodom A.

EQA,pA + EqA,pB =
—05+F =1
= EquB =14+05=15

dA,PB

Interpretacija: Ako cijena proizvoda B naraste za 1%, potraznja za proizvo-
dom A poraste priblizno za 1.5% (pg T 1% = qa 1 1.5%). Proizvodi A i B
su supstituti. ]

3.6 Implicitno zadane funkcije

Pretpostavimo da je jednadzbom F(y,xy,xs,...,x,) = 0 implicitno defini-
rana funkcija y = f(z1,x2,...,x,) (tj. da se iz jednadzbe y moze izraziti kao
funkcija od z1, ..., z,).
Tada su parcijalne derivacije od f dane sa:

of . Iy

(91:i n fml Fy

Zadatak 3.26. Neka je funkcija y = y(x) dana implicitno formulom
F(y,x) = 2® + 2y + y* — 6. Odredite y'(z).
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Rjesenge.
Prije bismo to izracunali ovako (vidi derivacije implicitne funkcije):
P ray+yt—6=0 /()
2r +y+xy +2yy =0
v (2y+a)=—(2z+y)

2r +y
o _
Sada znamo i jednostavnije:
dy , F, 2x +y
dx F, x+ 2y

OJ

Zadatak 3.27. Neka je funkcija z = f(x,y) dana implicitno formulom
F(z,z,y) = 2% — 2y®> + 322 —yz +y = 0. Odredite parcijalne derivacije
funkcije z.

Rjesenge.
F, 2x
Z:E = —=n— = —
F, 6z —y
Lo b Ayl
Y F, 6z —y
O
Zadatak 3.28. Dana je ovisnost kolicine proizvodnje, rada i kapitala:
Q*—LC =0.
Odredite granicnu produktivnost kapitala (g—g), granicnu produktivnost rada
(g—%), te granicnu stopu tehnicke supstitucije kapitala radom (g—g).

Rjesenge.
F(Q,L,C) :Q3_LO
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2Q Fo  —L L

o0~ YT TR, T T A

(kada C' 1 1 jedinicu = Q 1 # jedinica),
oQ Fr —C C
o T TR g

(kada L 1 1 jedinicu = @ 1 % jedinica),
o _o__BH__—C_ C
oL " Fo  —-L L

(kada L 1 1 jedinicu = C' | € jedinica).

Napomena (2. nacin):
Ovdje smo mogli i izluciti svaku pojedinu varijablu, pa onda derivirati:

npr. Q* = LC
Q= VLC = (LC)3
0Q 1 2 L L
g~ Qo= 31O 3Y/(LC)?  3Q?
No, to nije uvijek moguce, a i racun je kompliciraniji od 1. nacina. [

Zadatak 3.29. Na nivou proizvodnje (Q = 10, rad @ kapital su povezani
relacijom:

L3¢ = 10.

Odredite granicnu stopu tehnicke supstitucije kapitala radom i interpretirajte.

Rjesenge.
F(L,C)=L"3C*"-10=0

oc o B _00'7 -0.3L7%7 _00'7 -0.3-C%% 03¢

oL Tt Fo L03.07C703 L[03.0.7-L07 0.7L
Interpretacija: L 1 1 jedinicu = C % jedinica da bi se odrala ista razina
proizvodnje.
Npr. na nivou L = 10, C' = 10, ako L pove¢amo za 1 jedinicu, C se smanji
za 2 jedinica. Tadaje L=10+1=11,C=10—2 =92 O
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3.7 Parcijalne derivacije viseg reda

Teorem 3.30 (Youngov ili Schwarzov teorem).

. 9w e . 02 f .
Pretpostammo da su "mjesovite” parcijalne derivacije drugog reda v,
dm dx funkcije f(xy1,...,x,) obje neprekidne na otvorenom skupu S. Tada

su te duvije parcijalne derivacije jednake u svim tockama skupa S. Drugim
rijecima,
*f O*f

axi(?xj N (%r;j&ci’

ako su te obje parcijalne derivacije neprekidne.

Zadatak 3.31. Za funkciju f(x,y,z) = zy* izracunajte

af  *f  *f > f
ox’  Oy?  Oydx’ 0Oxdydz

Rjesenge.
2] x
a_]; = fo =2y"Iny
of _ _ r—1

2
8_]; = fyy = Zx(x - 1)3/£_2

gyan = Jye = zoy" Hny + 2y, = 2oy ny + 2yt

o f | 1
dxdydz 3yd$8z = foyz = 2y" Iny +y* ]

3.8  Ekstremi funkcija dviju varijabli
Postupak za odredivanje ekstrema funkcije dvije varijable je sljedeci:

1. Odredimo stacionarne tocke. To su tocke koje su rjesenja sustava jed-
nadzbi:

{fx =0 = (2%, y") stacionarne tocke
fy =0
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2. Racunamo funkcije:

Napomena: Matrica [

fxx fx
Dy = fou, D2= Y
RS I

= f;mfyy - fm2y

fxw fmy
fyx fyy

} naziva se Hesseova matrica funk-

cije f, a njena determinanta, koju smo mi oznacili s Dy naziva se He-
sijan.

3. Za svaku stacionarnu tocku provjeravamo njen karakter:

Ukoliko je Dy(z*,y*) > 01 Dy(z*,y*) > 0 = (2*,y*) je tocka
lokalnog minimuma.

Ukoliko je Di(xz*,y*) < 01 Dy(x*,y*) > 0 = (z*,y*) je tocka
lokalnog maksimuma.

Ukoliko je Dy(x*,y*) < 0 = (x*,y*) nije ekstrem, nego sedlasta
tocka.

Ukoliko je Dq(z*, y*) = 0 = za odredivanje karaktera tocke (z*, y*)
potrebno je provesti daljnja ispitivanja; (z*, y*) moze biti tocka lo-
kalnog maksimuma, tocka lokalnog minimuma, ili sedlasta tocka.

Zadatak 3.32. Odredite ekstreme funkcije f(z,y) = 80 —y* + 23 + 12y — 3z.

Rjesenge.

Domena: z e R, y € R
fz:3$2—3:0 = x1=—1, 29=1
fy="2y+12=0 = y=6

= T1(1,6) i T5(—1,6) su stacionarne tocke

v Dy =6x-(-2)—0=—12z
fyy =2 ? =2
Di(1,6) =6 > 0 . )
T7i(1,6) = D;E1,6; 1920 }Tl(l,ﬁ) je sedlasta tocka
Dl(—1,6)——6<0 . v
T5(-1,6) = Dy(—1.6) = 12 > 0 }Tg(—1,6) je tocka lokalnog



maksimuma.

f(=1,6) =118 = M(—1,6;118)

Zadatak 3.33. Odredite ekstreme funkcije

u(z,y) :31H%+2lny+1n(12—x—y)

Rjesenge.
Domena: x,y>0,12—2x—y >0
=12>x4+y tj. v+y<12
=33 0+ ke (() =2 -y = S =0

z(12—z—y)
_ 9.1 1 o _ 2 1 _ —2x—3y+24 __
Uy = 2 Yy + 12—z—y ( 1) Ty 12—z—y ~ y(12—z—y) 0

—4r — 3y + 36 0 dex+3y = 36/ (-1+1
—2x —3y+24 0 2z + 3y 24
= 2x=12 =

r=06,y=4 = T(6,4) je stacionarna tocka

S (T E
Uy (12—9}»‘—?;)2 = Uy (6,4) = —}1
Uy = ;22 (127:}3711)2 = Uyy(674) — _% le — %
1
Ds(6,4) = 122 (6,4) - (6. 4) — [z, (6, 4))
1 3 1 9 1
-5 (=35)—(=%)"=-7=>0
D=

u(6,4) =3In2 = M(6,4;3In2) je maksimum.

Zadatak 3.34. Odredite ekstreme funkcije z(x,y) = 2 + +y
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Rjesenge.

Domena: xZ£0,y#£0
=gty =THE =0 = —8yta’=0
Zy:_%%‘l:ixyglﬂ:o = —x—l—y2:0
y(y> —8) =0
11 ”~A0, y2=2
r=4

T(4,2) je stacionarna tocka

z3 4
Zyy = —?% = 2y(4,2)=—5=-1
Ryy = i_g = zy(4,2) = 22;4 =1
1
Di(4,2) = 2(4,2) = 7 > 0
Da(4,2) = 20(4,2) - 2,(4,2) — [z (4,2)]
1 1 3
— . 1—=(=2)2==
TR e U TR

2(4,2) =6 = m(4,2;6) je minimum.
O
Zadatak 3.35. Dane su cijene dvaju dobara u ovisnosti o kolicinama pro-
izvodngje p1 = 15—Q1 i py = 10—Qs, te funkcija ukupnih troskova T'(Qq, Q2) =
5Q1 +4Q2 + 5. Nadite optimalnu kombinaciju proizvodnje u cilju maksimi-
ziranja dobiti. Koliko ona iznosi?
Rjesenge.
PRIHODI:
P(Q1,Q2) = p1Q1 + paQ2
= (15 - Q1)Q1 + (10 — Q2)Q>
= 15Q1 — Qi +10Q2 — Q3
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TROSKOVT:
T(Q1,Q2) =5Q1 +4Q2+5

DOBIT:

D(Q1,Q2) = P(Q1,Q2) — T(Q1,Q2)
=15Q1 — Q7 +10Q2 — Q3 — 5Q1 — 4Q> — 5
= —Q — Q3 +10Q1 +6Qs — 5

Trazimo maksimum dobiti.
Dg, =201 +10=0 = @1 =5

DQ2:—2Q2+6:0 = Q2:3

(Q1,Q2) = (5,3) je stacionarna tocka

DQ1Q1 =-2
Di(5,3) = —2 < 0
D =0 =
Q1@ Ds(5,3) = -2 (=2) =02 =4 > 0
DQ27Q2 = -2

D(5,3) =29 = M(5,3;29) je maksimum.
Maksimalna dobit se ostvaruje na razini proizvodnje Q1 = 5, Qo = 3 i iznosi

79. 0

DZ 3.36. Zadana je funkcija ukupnih troskova za dva proizvoda T(Q1, Q2) =
Q? +3Q3 + Q1Q2 + 10 7 prodajne cijene py = 7, py = 20. Ispitajte uz koju se
kolicinu Q1 1 Qs ostvaruje maksimum dobiti ¢ koliko ona iznosi.

Rjesenge.

Maksimum dobiti se postize na razini proizvodnje Q)1 = 2, Q2 = 3. 0

DZ 3.37. Odredite ekstreme funkcije z(z,y) = “H=1

x
Rjesenge.
Ekstremi ne postoje (nema stacionarnih tocaka). O
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3.9  Ekstremi funkcija dviju varijabli s ogranicenjem

Pretpostavimo da su f(z,y) i g(z,y) realne funkcije dviju varijabli. Cilj nam
je pronaéi ekstreme funkcije f(x,y) na skupu tocaka (x,y) koje zadovoljavaju
jednadzbu g(x,y) = 0. Drugim rije¢ima, rjeSavamo problem:

f(z,y) — min, max

uz ogranicenje:  g(x,y) = 0.

3.9.1 Metoda supstitucije

Uputa:

Ukoliko je moguce, iz uvjeta izrazimo jednu varijablu preko druge i to uvr-
stimo u funkciju ¢ije ekstreme trazimo. Na taj nacin problem ekstrema funk-
cije dviju varijabli s ograni¢enjem svodimo na problem ekstrema funkcije
jedne varijable bez ogranicenja.

Zadatak 3.38. Nadite ekstremne vrijednosti funkcije z(x,y) = e™Y uz ogranicenje
r+y=4.

Rjesenge.

2z, y) = e

r+y=4 = y=4-—=x

Sada supstitucijom varijable y u funkciji z(z,y) dobivamo:

e:c(4—x) 4r—a?

2(x,y) = 2(x)
) =" (4-22)=0 = =z
z”(ac) — phr—a? (4 _ 2x)2 + ple—a?

2'(2)=—-2e"<0, 2(2)=¢', y=4-2=2

= 2 je stacionarna tocka

= M (2,2;e*) je lokalni maksimum.
0
Zadatak 3.39. Neka je cijena jedinice rada 1, jedinice kapitala 2, a fiksni
troskovi 10. Ako je dana funkcija proizvodnje Q(L,C) = 0.5(v/L + /C)?,

nadite optimalnu kombinaciju rada i kapitala w cilju minimizacije troskova,
a na nivou proizvodnje Q = 8. Koliki su ti minimalni troskovi?
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Rjesenje.
TJ(L,C]):1-L+2~C+10:L+2C+10—>min
Q(L,C)=05(VL+VC)? =8 = (VL+V0)??=16/y
VL4+VC =4
VL =4-C/()
L= (4—+/C)?

Supstitucijom varijable L funkcija ukupnih troskova prelazi u
T(L,C) =T(C) = (4 —VC)?+2C + 10

T'(C) =24 =VC)-(—55) +2=0

4 _ 4 _ _ 4
= —£+1+2=0 = =3 = 0=}
C = — je stacionarna tocka
16 8 64

2
= T'(%)>0 =mn, T(3)==5

16 64 186

m(—, —; ——) je lokalni minimum.
9°9 9

OJ

Zadatak 3.40. Dana je funkcija troskova T(L,C) = 2L+ C' + 10 i funkcija
proizvodnje Q(L,C) = L-C u ovisnosti o radu i kapitalu. Nadite kombinaciju
rada i kapitala uz koju se na nivou proizvodnje Q = 8 ostvaruju minimalni

troskowi.

Rjesenge.
T(L,C)=2L+C+10
QIL,C)=L-C=8 = L:%

16

T(L.C)=T(C) = 5 +C+10

TC)=-F+1=0 = C*=16 = (C>0) C=4

je stac. tocka



T"C)=%= T'4)=3%>0 =min, T(4)=18

m(2,4;18) je lokalni minimum.

3.9.2 Metoda Lagrangeovih multiplikatora

Problem
f(z,y) — min, max

uz ogranicenje:  g(z,y) = 0.

moguce je u vedini sluc¢ajeva (pa i onda kada ne mozemo primijeniti metodu
supstitucije) rijesiti metodom Lagrangeovih multiplikatora:

1. Definiramo Lagrangeovu funkciju

L(x,y,\) = f(z,y) + A\g(z,y)

2. Odredimo stacionarne tocke Lagrangeove funkcije, tj. tocke koje su
rjeSenja sustava jednadzbi:

L,=0
L,=0 = (z",y", \") stacionarne tocke
Ly=0

3. Racunamo sve parcijalne derivacije drugog reda Lagrangeove funkcije:

Lx:r7 L:ch; Lx)n Lyya Ly)\a L)\)\7
Lzz L:cy LiU)\
a potom determinantu D = | Ly, Ly, Ly
Lyy Ly, L

4. Za svaku stacionarnu tocku provjeravamo njen karakter:

o Akoje D(z*,y*, \*) < 0= (z*,y*) je tocka lokalnog minimuma.

o Ako je D(z*,y*,\*) > 0 = (z*,y") je tocka lokalnog maksi-
muma.

158



Zadatak 3.41. Odredite ekstreme funkcije f(x,y) = 4y uz ogranicenje (x —
52 +9(y —4)? =09.

Rjesenge.
flz,y) =4y
g(z.y) =9~ (z—5)* = 9(y — 4)°
=  L(z,y,\) =4y + A9 — (z —5)* —=9(y — 4)%)
L,=-2\z—-5)=0 = AMz—-5)=0A#0 = x=5
L,=4—18(y—4)A =0 = A= 155-5 70

Ly=9—(z—5%-9(y—4)*=0

r=5 = 9-9(y—4)*=0

(y—4)?=1
y—4==1
y1=3, y2=95
Ti(5,3) = M =rgop=—2
Dobivamo dvije stacionarne tocke: 1(5,3) : _18(314) S
T5(5,5) = A= G- — o

Lyy=—-2\ L, =0 L,y =—2(x —5)

Lyy = —18\ Ly>\ = —18(y - 4) L)\)\ =0
T1(5,3), )\1 = —% :

-2\ 0 —2(x — 5) 30 0
D = 0 —18XA —18(y—4) |=]0 4 18 |=
—2(x —5) —18(y —4) 0 0 18 0
4
=3 (0—18%) <0 = lok. minimum
f(5,3)=4-3=12 = m(5,3;12)

T2(5,5), )\2 = % .

—2A 0 —2(z —5) -5 0 0

D = 0 —18\ —18y—4)|=| 0 —4 -—-18|=
—2(x —5) —18(y —4) 0 0 —-18 0
4

=—5(0- (-18)*) >0 = lok. maksimum

f(5,5)=4-5=20 = M(5,5;20)
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Zadatak 3.42. Odredite ekstreme funkcije f(x,y) = —x — y uz ogranicenje
24yt =2.

Rjesenge.
flz,y) =4y
glz,y) =2—2"—y* =0
= L(x,y,)\):—x—y+)\(2—a:2—y2)
_ _ _ 1
——_— = — xr =
Ly=-1-2\y=0 = A=-5| 20 2 /

Ly=2—-22—y*=0 = 2—22—-22=0

202 =2
=1
I —]_, To = 1
y1=—-1, y2=1
M=1 A =-L

1 — -1
Dobili smo dvije stacionarne tocke: Bi(=1,=1), A=

Low =2\ Lyy=0  Lp=—2z
Lyy = -2\ Ly)\ = —2y L)\/\ =0

Ti(-1,-1), A =1:
-2\ 0 2z -1 0 2
D= 0 -2\ 2y |=|0 -1 2 =
—2x —2y 0 2 2 072411
-1 0 2
= 0 -1 2|=(-1)-(-4—-4)>0 = lok. maksimum
0 2 4

f(=1,-1)=141=2 = M(-1,-1;2)
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Tg(l,l), )\2:—% :
-2 0 -2 10 =2
D=| 0 -2\ =2y |=|0 1 =2 =
—2x —2y 0 -2 =2 0 I-24111
I 0 -2
=10 1 —-2|=1-(-4-4)<0 = lok. minimum
0 -2 —4

fA)=-1-1=-2 = m(1,1;-2)
0

Zadatak 3.43. Dana je funkcija troskova T(Q1,Q2) = 2Q3% + Q1Q2 + Q3
gdje su QQ1, Q2 > 0 kolicine proizvodnje za dva proizvoda. Odredite Q1 1 Qo
tako da troskovi budu minimalni, a da ukupna proizvodnja bude 20.

Rjesenge.
Problem glasi:

T(Q1,Qs) = 2Q3 + Q1Q2 + Q2 — min
uz ogranicenje Q1+ Q2 =20

I. Metoda supstitucije:

Q2=20—Ch

= T(Q1,Q2) =T(Q1) =2Q7+ Q:1(20 — Q1) + (20 — @Q1)?
= 20Q? —20Q, + 400
T(@Q1) =4Q1 —20=0 = Q1=5
Q1) =4>0 = T'(5)=4>0 = lok. min.

Qy=20-5=15 T(515) =350 = m(5,15;350)

II. Metoda Lagrangeovih multiplikatora:

L(Q1,Q2,\) = 2Q7 + Q1Q2 + Q3 + A(20 — Q1 — Q)
Lo, =401+ Q2—A=0 = A=4Q: +Q»

Lo,=0Q1+2Q2—A=0 = )\:Q1+2Q2}Q2—3Q1
Ly=20—Q1—Q2=0 = 20—Q1—3Q; =0
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20401 =0 = Q=5
Q2 =15
A=35

Dobili smo stacionarnu tocku: 7'(5,15), A =35

Lg,g, =4 Lg,g,=—-1 Lgx=-1
L@y =2 Loan=—1 Lan=0

T(5,15), A=35:

4 1 -1 4 1 -1
D=1 2 1|+ = -3 1 0 |=
-1 -1 O -1 -1 0
=(-1)-(=1)*?.-3+1)=-4<0 = lok. minimum

f(5,15)=350 = m(5,15;350)

Interpretacija Lagrangeovog multiplikatora A = 35:
Ako ukupnu koli¢inu proizvodnje poveéamo za jednu (beskonaéno malu)
jedinicu, ukupni troskovi ¢e se povecati za 35 jedinica.

OJ

Zadatak 3.44. Potrosaceva funkcija korisnosti za dva dobra je u(xy,zs) =
22129+ 2w, +x5. Ako je cijena prvog dobra 2, a drugog 1, nadite maksimalnu
korisnost uz budzet 8.

Rjesenge.
Problem glasi:
u(zy, xe) = 20129 + 221 + 9 — max

uz ogranic¢enje 201 + 1y = 8

I. Metoda supstitucije:

Ty =8 — 21,

= u(xy,xe) = u(ry) = 221(8 — 221) + 221 + 8 — 21
= —4z7 + 162, + 8
W(r)=-8r1+16=0 = x,=2
u'(z1)=-8<0 = u"(2)=-8<0 = lok. maks.

2y =8—2-2=4, u(2,4)=24 = M(2,4;24)
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II. Metoda Lagrangeovih multiplikatora:

L(l’l, Ta, )\) = 2.’13‘1.1’2 -+ 2561 + 29 + )\(8 — 21’1 — 272)
Ly =21+2-2 =0 = A=gx3+1 }x _ 9
2 — 1

Loy =201 41-A=0 = A=21+1
Ly=8-2r1—2o=0 = 8—2x1—22,=0

8—4xr1=0 = ;=2

Dobili smo stacionarnu tocku: 7'(2,4), A =5

Lmlxl =0 L:mxg =2 Lwl)\ = -2
Lyyeo =0 Lyn=-1 Lyx=0

T(2,4), A=5:
0o 2 =2 0 2 =2
-2 =1 0 |+ 0 -1 -1

=2 (=1 (0-1)=2>0 = lok. maksimum

F(2,4) =24 = M(2,4;24)

Interpretacija Lagrangeovog multiplikatora A = 5:
Ako budzet poveéamo za jednu (beskonacno malu) jedinicu, korisnost
¢e se povecati za 5 jedinica.

O
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Poglavlje 4

INTEGRALI

4.1 Neodredeni integral

’ff(x)daz:F(x)Jrc & Fl(2) = flx)

Napomena: Funkciju F' zovemo primitivnom funkcijom funkcije f.

PRAVILA INTEGRIRANJA:

1. [ef(x)dx=c [ f(z)dx, c — konstanta,
2. [lf(z) £ g(x)]dw = [ f(z)de+ [g(x)dz.
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TABLICA NEODREDENIH INTEGRALA:

'n+1
/xnd:p: "+1+C n# -1
In|z|+¢, n=-1.

T =T+cC

efdr=¢e"+c

Ik
/
[arm
/
J#=a

dx T

3 2——arctan—+c
T4+ a a

dx T —a

2 2 t+c
T4 —a :U—l—a

=ln|z+Va?2ta?|+c

Xz

/\/inaz

/ dx ) n
— —arcsin— +c¢
‘/a2—l‘2 a

/sina:d:r;:—cos:r;—i-c

/cosxdq;—sinx—l—c

/tgxdx:—ln|cosx|—|—c

/ctgwdaz = In|sinz| + ¢

dx
5 = tgxr+c
Ccos* T

dx
—— = —ctgr +c¢

S1m” T
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Izracunajte neodredene integrale:

Zadatak 4.1.
/(x3—5a:4+x—1)d:p:/x3dx—5/a:4dx—l—/a:dx—1/dx:
4 25 g2
:Z—5-§+?—I+C:
2 5+x2 .
=— -2+ ——z+c
4 2
Zadatak 4.2.
X 4 1
(xy/x — —=)dx = [ (3 —z2)der =
\/_
z 3
xr3 T2
=T T3 tes
3 2
3 2 3 2
Z?xg—gaf%%-c:?xz\s/f—gx\/%—l—c.
Zadatak 4.3.
1)? 1 242 1
/(x—ir ) da::—/x + 2z + dp —
2\/x 2 N
1
25/(:Eg+2mé—l—x_§)dx—
1 25 1 zs 1 a2
v Tty Tty
LI S S
= -z - x c=
5 3
1 2
:gx2ﬁ+§x\/5+\/5+c
Zadatak 4.4.




Zadatak 4.5.

2x+1_5;v—1 2233_1533
[t [

B 1@ AREANAAS
—9.3/ 12 Z -
Wl 5 Wl °T Ths (5) T 5me (2) e
DZ 4.6.
3m—1_4x+2
/—12x dx
Zadatak 4.7.
/ dx _/ dx _1 / dx B
CE R AR PN o
1 1 r— %
— . In + c.
[ 8 lz+,/8
Zadatak 4.8.
2 1 1 2
/x i dx:/(x—i——) dm:x—+ln|x|—|—c.
x
Zadatak 4.9.

2 +3 (22 —2)+5 5
/$2_2d:v—/—x2_2 d$—/(1+x2_2) dr =

:/dm—|—5-/%(x\/_2)2:x+5-2\1/§1n z—v2

x+\/§

+ c.
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Zadatak 4.10.

/m3+x2+2m+3
2 4+ 2

({) Dijelimo polinome:

(2 + 22 + 2z + 3) = (2®+2) = z+1
+23 + 2z

+ 3
+ 2? £+ 2
1

4+ a2 +2r+3 L1
=z
242 x2 42

4.2 Integriranje supstitucijom
Opcenito, ako zelimo integrirati racionalnu funkciju oblika
P,(x
/ n(2) du,
pri ¢emu su P, i @),,, redom polinomi stupnja n, odnosno m,
provodimo sljedec¢i postupak:

e n>m = dijelimo brojnik sa nazivnikom (pr. Zadatak 4.10.),
e n=m = nadopunjavamo brojnik do nazivnika (pr. Zadatak 4.9.),

e n < m = supstitucija (ako integral nije tabli¢ni!).
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Zadatak 4.11.

supstitucija:
20 — 92 t=22—-2x+9
/m2—2x+9dx:(m>n): =222 -
dt = 2z — 2)dx

dt
:/7:ln|t|+c:ln|x2—2x+9|—|—c.

Supstitucija je, osim za integriranje racionalnih funkcija, korisna i u mnogim
drugim slucajevima:
Zadatak 4.12.

4xr — 12

V2 —6x

t=2a%—6x
dt = (233—6)61

2 _
—9. U Edt =

VT 6:1;
i3
:2-T2—|—c:4\/%—|—c:4\/x2—6x—|—c.

2

- |

DZ 4.13.

/6x2—4x q
——dx
3 — 2?41

x
——dx
/ V622 +6

DZ 4.14.

Zadatak 4.15.
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Zadatak 4.16.

/xmdx:

tP=z—-1=z=141]
& — 2 = 2dt =du -

:/(t2+1)\/t_2-2tdt:2/(t2+1)t2dt=

:2/(t4+t2)dt:2- ﬁ—irﬁ +c=
5 3

2 2
:g(\/a:—l)5+§(\/x—1)3+c
Zadatak 4.17.
T de—| =7 _
Vr4+1 o | 2tdt=dx |
t t?
z/—~2tdt:2/ dt =
t+1 t+1
t2 P(t+1) = t—14 5
+* £ ¢
= — —
F it F
1
1 t? dt
= t—14+——)dt=%-—2t+2 [ —— =
/( T3 1) iR
_‘dt:du =t"—2t+2 o=
=z —2Vr+2nul+c=2—-2/x+2In (Vo +1)+c
DZ 4.18.
/xQ\/Qa:—Q
DZ 4.19.
RN
d
/Bﬁ *
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Zadatak 4.20.

t =22

/3x~e"”2d:c: dt =2zxdx | =

_dt
xd:c—2

dt
:3./et.§:;/etdt:

3 3
:§€t+C:§€$2+C~

DZ 4.21.

2
/xe?)x +2 dx

/62“3 dx [supstitucija: t = 2z + 3]

DZ 4.22.

4.3 Parcijalna integracija

Vrijedi:

Ju-v'de = w-v— [u-vdx

Neki tipic¢ni primjeri integrala koje racunamo parcijalnom integracijom:

f ¥ sin x dx
f ¥ cos x dx
[ x*e® dx
[ 2Fa® dx

stavimo u = x*

[ ¥ Inxde } stavimo u = Inx

f e*sinx dx

. svejedno: ili u = e* ili v/ = e”
[ e*coszdx
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Zadatak 4.23.

/a:sinxdx:

u=2zx v =sinz
u'=1 wv=[sinzdr=—cosz

=z (—cosx) —/(—cosx) dx = —xcosx +sinz + c.

Zadatak 4.24.

/lnxdx =

1

X

u =
u =

v =1
v=[ldr ==z

o [

8= B

r=xlnx —x+c

e d

Zadatak 4.25.

1 1
/mlnﬁdx:/xlnwdx: é/mlnmdx:

x
=—lhr—-—+c

4 8

Zadatak 4.26.




DZ 4.27.

/ e® cosz dx

/(:vln:v—l—x)dx

X

DZ 4.28.

DZ 4.29.

Zadatak 4.30.

/ezsina:dm =

=esinz — /e’”cosxdx =

u=sinz v = e
U = coszx v =e"

U = COST v =%
uw = —sinx v=¢e"

=e"sinx — (excosx—/ex-(—sinx)dac) =

=e'sinz — e*cosx — /ewsinxd:p.

= 2-/exsinxdx:exsinm—excosx

1
/exsina:d:c = §(ezsin:c —e’cosz) + ¢

4.4 Odredeni integral i racunanje povrsine lika
Vrijedi:

[ f@)de = F®) = Fa) < Fl(2)=f(z)

Direktno slijedi svojstvo:

b a
[ rade == [ s

b
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Zadatak 4.31.
1 1 4
/ %dx:/ x%d:czg
0 0 3

Napomena:

1

3 3

0

Odredeni integral ff f(z)dz jednak je povrsini lika omedenog grafom funkcije
f(z), x-osi i pravcima x = a i x = b, ako se graf funkcije f(x) nalazi iznad
Z-08l.

Ako se graf funkcije f(x) nalazi ispod x-osi, tada je odredeni integral fab f(z)dz
jednak negativnoj povrsini lika omedenog grafom funkcije f(x), z-osi i prav-
cimax =aixz =0

Y Yy Yy

| a b \ @ ﬁ% by
|

s
=
&

-
<o
8

] T I [ x
2 | \G/‘:l CW@)
|
\/f\(;)\
) =0=c,c
P= fff(x)dm P = fj f(x)dx‘ ]“é(:)Pl P 41_ PZ,

Zadatak 4.32. Izracunajte povrsinu lika omedenog pravcima x =1, x = 4,

y = 0 i grafom funkcije f(x) = /.

Rjesenge.

[N
A - - =
8

1 1 3 1
2ty 16 2 14
3 3 3 3 3
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Zadatak 4.33. Izracunajte povrsinu lika kojeg graf funkcije f(x) = 12 —2x—
3 zatvara s x-osi na intervalu [—2,4].

y
Rjesenge.
f(x)

22 =2 —-3=0 21 Ps)
2 4

I = —1, To = 3 P

Lik se sastoji od tri dijela:

IG[—2,—1] — P
$€[—1,3] — P
1'6[3,4] — P

Ukupna povrsina lika jednaka je zbroju povrsSina pojedinih dijelova:
==P=P+P+ P

Preostaje izzracunati povrsinu svakog dijela:

-1 3 2
P1:/ (2% — 22 — 3)dxr = (%—Z'm——?)x)

2 2 .

~1 -8 —1-34+948412-18 7
—(—-1+3)-(—=——-4+46]) = - =
(5 -1vs) (5 -100) ; ;

3
:‘(x——xz—&v)
3 -1

27 ~1 27 —27—27+1+3—9
[ -9-9)—(=-1+3])|= =
(5-0-9)-(5 )| - =

—1

3

3
Py = / (z° — 22 — 3)dx

-1

3

4 2 4 —48 —36 — 2742742
:<6——16—12)—(§7—9—9>:6 8 363 7T+ 27+ 725
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Zadatak 4.34. Koliki je mjerni broj povrsine $to je krivulja y(z) = z(x —
1)(x + 1) zatvara s osi apscisa?

Napomena:
Opéenito za polinom treéeg stupnja y(x) = azx® + axz? + a1x + ag vrijedi:

/. A
/ A

as > 0:

Rjesenge.

P

Krivulja y(z) "zatvara” s osi apscisa dvije povrsine:

€[-1,00 —» P
zel0,1] — P

Ukupna povrsina jednaka je zbroju povrsina pojedinih dijelova:
=P=P+ 5
Preostaje izzracunati povrsinu svakog dijela:

yr) =2z —-1)(z+1)=@*—2)(z+1)=2"+2° -2 —rv=2" -2

e fy-ne (E-3)] - (5-)-G-) -
f-oul-| -2 -

Primijetimo da dijelovi imaju jednake povrsine (neparna funkcija)!

1 1 1
P=-t-=-.
Tt TS

P2:
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Napomena:
Povrsina lika omedenog grafovima funkcija fi(z) i fo(x), te praveima z = a
ix =0, pri cemu je graf funkcije fi(x) iznad grafa funkcije fo(x), jednaka je

b
P:/LM@—ﬁ@WM

Yy Yy
fi@) L)
i R contl
a Z z a b z
\_J/\flz_(;)

P=[M(fi(z) — folx))dz P = [(fa(x) — fi(2))dz

Zadatak 4.35. Izracunajte povrsinu lika omedenog pravcima xr = —e, © =
—1, te grafovima funkcija f(x) =In(—x) i g(z) = z.

Rjesenge.
Prisjetimo se najprije grafova funkcija In(z) i In(—x):

Yy Yy
] In(z) In(—z) ]
1 *

o h

Iz podataka zadanih u zadatku dobivamo sljedeci graf:

Y
f(@) | |
\\ | (@)
e = -1 T
|
|
|
| |
xr = —e x I: —1
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fu:/:Qmpﬂg—xym:i/:hu—@¢w—/:zﬂx:

PN r=—-ec=>t=c¢
. o v l‘:—1:>t:1 _ 11 tdt—x—Q_l .
~ | dt = —da I M 2 |~
der = dt
u=Int v =1 1 L | il
- U,/:% U:fldt:t’__tlnte_'_/et;dt_? =
1?2 1 e
=(—tlnt+t)| —— =[(—1lnl141)—(—elne+e)] - [z — =] =
e 2., 2 2
_, +62_€2+1
N 2 2 2 2

Zadatak 4.36. Izracunajte povrsinu lika omedenog grafovima funkcija f(x) =
2?1 g(x) =+ 2.

Rjesenge.

Tocke presjeka grafova:

g(z)
f(z) = g(x)
P =x+2

1
|
|
|
: 1@ | -1 —-2=0
2

ZL'l:—l, 1'2:2

2

P [ (o)~ sepir= [ (wr2 -2 - (%2+2x_x_3>

1 —1 3 -1

4 8 1 1 12424-16-3+12-2 27 9

2 3 2 3 6 6 2
]
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Zadatak 4.37. Izracunajte povrsinu lika kojeg zatvaraju krivulje y = 2% — 9,
y=—x+3iy=2x+3 naintervalu [-3,3].

Rjesenge.
Pronadimo najprije sve tocke presjeka danih krivulja na intervalu [—3, 3].

?-9=1+3 r+3=—-2+3 2*—-9=—-2+3
22— —-12=0 21 =0 24+ r—-12=0
Ty = —3, (L’Q/’é4 xg,:O T4 #—4, I5:3

Y

Lik mozemo podijeliti na dva dijela:

y=x+3

-9

P1:/O(x—l—?)—(x2—9))dx:/0(x+3—x2+9)dx:/0(—x2+x—|—12)dx:

-3 -3

3 g2 0 277 9 45
(-4 19 —0— (42 -36) =2
32 .

3 2 2
3 , 45 o
Po= [ (—243—-(z*=9))de =... = ) (Vidi se odmah iz simetrije grafa!)
0
45 45
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DZ 4.38. Izracunajte povrsinu lika omedenog krivuljama y = * 2
y =4 u ravnint x > 0.

z’ y=x i
Rjesenge.

(1,1)

r 14 1
P=—+4+In- =328
\ 3+n4

4.5 Nepravi integral
Vrijedi:

b b
/ f(x)dx = lim f(x)dx

_ zZ——00

/a+oof(x)dx: lim wa(x)dx

w——+00

+oo w
_ - zﬁ'*oo w;>+oo
/OO f(x)dx = lim ( lim /Z f(:v)d:v)

Zadatak 4.39. Izracunajte povrsinu lika omedenog krivuljom y = 272

1 081
apscisa na intervalu (—oo, —2].
Rjesenge.
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—2

z——0c0 X
z

: 1 1 . 1 1 1
= lim (— — (——)) = lim (— + —) = —.
z——00 \ 2 z z——c0 \ 2 Z 2

O
Zadatak 4.40. [zracunajte povrsinu lika omedenog krivuljom y = ﬁ ?
T-081.
Rjesenge. y
x
P /+O<> ! d li li /w ! d
= xr = lim im x| =
oo x‘2 —+ 1 z——00 \ w—r+oo [, $2 —+ 1
= lim ( lim arctanzx ) = lim < lim (arctanw — arctan z)) =
Z——00 \ w—-+400 . Z——00 \ w—+00
. ™ T T
= lim (——arctanz) =—4—=m.
z——00 \ 2 2 2
O
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Poglavlje 5

DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

5.1 Homogene diferencijalne jednadzbe

Zadatak 5.1. Odredite opée rjesSenge diferencijalne jednadzbe xy' +1y = 0.

Rjesenge.

zy +y =0

dy

= =0

mdx—Fy
dy / dx
r— = — e
dx Y x-y
dy dx
by
Y x
dy__ dx
y x
Inly|=—Injz| + ¢
Injy|=—In|z|+Inc, ¢>0

Injy| +Injz|=¢, ¢>0
Injy-z|=Ilne, ¢>0

ly-x|=¢, ¢>0

y-xr=c¢, c#0

y(SC) = Ea 07&0

Za partikularno rjesSenje trebao bi nam i neki dodatni uvjet, npr.:

y(l) = 2.
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Tada dobivamo:

y(1)=%=2 = =2
2
= = —,
ylz) = —

Zadatak 5.2. Odredite funkciju y(x) za koju je E,, = x* + 2z i vrijedi
y(0) = €',

Rjesenge.

Prisjetimo se definicije koeficijenta elasticnosti funkcije ¥ u odnosu na vari-
jablu z:

r dy
E,,== -2
v y dx
Sada imamo:
x dy 9 dz
et A 9 i
) x+2x |/ "
dy
= =(x+2)dz /
Yy

/%y_/(ﬁz)dx

2

T
ln]y\:?+2x+cl

22
ln|y\:?+2x+lnc, c>0

22
ln|y|—lnc:3+2x, c>0

2

T
c 2
2
M:67+2$, c>0
C

2

lyl=c-e2™™* >0
1‘2

y(r)=c-ez2™  c#£0

Dobili smo opée rjesenje, a da bismo dobili partikularno iskoristit ¢emo zadani
uvjet y(0) = et

y(0)=c- "0 =c.-1=c=¢*

2
=y(z) =¢'- ezt
y(ﬂ?) — €%+2x+4.
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Zadatak 5.3. Odredite funkciju potrainje q(p) za koju je E,, = —2p, uz
q(0) = 2.

Rjesenge.

=—2dp //

ln]q| =—-2p+In¢c, ¢>0

lnM:—Qp, c>0
c
M:(3_21’, c>0
c

dp) = e, A0
Iz uvjeta ¢(0) = 2 slijedi:
q0)=c-e=c-1=c=2
= q(p) =2 .
0J

Zadatak 5.4. Zadana je funkcija graniénih troskova t(Q) = (1 + Q)e 9
kao funkcija proizvodnje Q). Odredite funkciju ukupnih troskova ako fiksni
troskovi iznose 100.

Rjesenge.

HQ) =45 /-0

IT = H(Q)dQ //

= e

@>‘/u+@ QQ =

u=1+Q vV=e¢" B
u =1 v=[e9dQ =—e9

=(1+Q) (—e 9 — / —e YR = -1 +Q)+ /eQdQ =
= ?(1+Q)—e+c
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T0)=——e14+0)—e’+c=—1—14+c=-24+c=100
= c =102

=TQ)=—e91+Q)—e ?+102
0

Zadatak 5.5. Zadana je funkcija granicénih troskova MC(Q) = 2Q* — Q +
(Q + 1) i cijena p(Q) = 5 — Q u ovisnosti o proizvodnji Q. Ako su fiksni
troskovi 3, odredite funkciju dobiti.

Rjesenge.

dobit=prihodi-troskovi

II(Q) = R(Q) — C(Q)

_ t=Q+1
cQ - / MO(Q)dQ = /(2@ o+ gipae=| 'y
3 2 1 2
228 [l 2 @ e
——QS—Q—2+1n(Q+ 1)+
C(O)_0+1n1+c_c:3
Q2
(Q)——Q3——+ln(Q+1) 3

2
MQ) =50 - @~ 2@+ % ~m(@+1) -3

:—gQW—?f+6Q—JmQ+1y—3
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Poglavlje 6

FINANCIJSKA MATEMATIKA

6.1 Jednostavni kamatni racun

Smisao jednostavnog kamatnog racuna je da se kamate obréunavaju za svako
razdoblje ukamacivanja od iste glavnice.

6.1.1 Dekurzivni obraé¢un kamata

Dekurzivni obracun kamata podrazumijeva da se kamate obracunavaju na
kraju razdoblja od glavnice s pocetka razdoblja.
Uvodimo sljedece oznake:

Co — pocetna vrijednost (glavnica)
n — broj razdoblja ukamacivanja
p — dekurzivni kamatnjak
C, — konacna vrijednost na kraju n-tog razdoblja
K, — kamata na kraju n-tog razdoblja
(ii K — ukupne kamate)

Uz dane oznake vrijedi:
n
C, = Co(1+ L)

100
Kn - On - C’0
np
Ky= -
100

Primjer 6.1. Iznos od 10000 kn oroci se na 5 godina uz godisnji kamatnjak
3. Kolika je konacna vrijednost tog iznosa na kraju pete godine ako je obracun
kamata jednostavan, godisnji i dekurzivan? Koliko iznose ukupne kamate na
kraju 5. godine?
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Rjesenge.

Cy = 10000
n=>5
p = 3(%)
Cs =7
Ky =7

53
Cs = Co(1+ 2y = 10000(1 + S5) = 11500 kn

100
Ks = C5 — Cy = 11500 — 10000 = 1500 kn
- np 5-3
(ili K 10000 100 0000 500 kn)

6.1.2 Anticipativni obraé¢un kamata

Anticipativni obracun kamata podrazumijeva da se kamate obracunavaju na
pocetku razdoblja od glavnice s kraja razdoblja.
Koristimo iste oznake kao i ranije, uz dodatak

q — anticipativni kamatnjak
Vrijedi:
qan
-0,
100
100
C,=——"—2~C
100 —gqn °
K=C, -

Primjer 6.2. Kolika je konacna vrijednost glavnice od 15000 kn na kraju
pete godine uz 5% godisnjih kamata ako je obracun jednostavan, godisnji i
anticipativan?
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Rjesenge.

Cy = 15000
n=>,
q=35
Cy =7
100 100
Cro= ——  Cy=——2 15000 = 20000 k
5T 100—ng °  100—5-5 .

K = (5 — Cy = 20000 — 15000 = 5000 kn

6.2 Slozeni kamatni rac¢un

Dekurzivni obrac¢un
Koristimo sljedece oznake:

K; — kamata na kraju i-te godine (nastala u toj godini)
C; — glavnica na kraju i-te godine
r — dekurzivni kamatni faktor
p(G) — godisnji dekurzivni kamatnjak
C, — konacna vrijednost glavnice nakon n godina
Cy — pocetna vrijednost glavnice
K — ukupne kamate

Vrijede sljedece (osnovne) formule:

o Ci1-p(G)
‘ 100
Cz’ == Cifl + Kz
p(G)
= 1 —_—
=10
Cn = CO : (Tn)
K = Co(Tn — 1)
K=0C,—-Cy
Cy=Cn
T’I’L

Ukratko:
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e konac¢na vrijednost glavnice:
Cn=0Cp-r"
e pocetna vrijednost glavnice:

o= G

r

Ako imamo zadani broj godina kapitalizacije (n), te pocetnu i konacnu vri-
jednost glavnice, dekurzivni kamatni faktor racunamo po formuli

Cn
Co’

n

T =

a ako imamo zadani dekurzivni kamatni faktor (r), te pocCetnu i kona¢nu
vrijednost glavnice, broj godina kapitalizacije racunamo po formuli

log C',, — log Cy
n= .

log r

Zadatak 6.3. U banku je danas uloZen iznos od 10000 kn. Kolika je vrijed-
nost tog uloga na kraju pete godine ako je godisnji kamatnjak 3, a obracun
kamata dekurzivan, godisnji i sloZen?

Rjesenge.
Cp = 10000
n=2>
p(G) =3
Cs =7

p(G) 3
r=1+T0 110 103

Cs = Cp - r° = 10000 - (1.03)° = 11592.74 kn
O

Zadatak 6.4. Iznos od 10000 kn oroci se na 5 godina. Ako je banka prve
dvige godine primjenjivala godisnji kamatnjak 3, a u preostalom razdoblju 2,
1zracunajte konacnu vrigednost uloZenog iznosa. Obracun kamata je godisnyi,
slozen i dekurzivan.
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Rjesenge.

Cy = 10000
n=2=5y

ny = 2, pl(G) = 3

Ng = 37 p?(G) =2

Cs =7

pl(G) 3

=100 100
=100 100

Cp=Co- 11" 152
Cs = Cy-r? - 73 = 10000 - (1.03)? - (1.02)* = 11258.36 kn

O

Zadatak 6.5. Jedno poduzece duguje iznose od 100000 kn na kraju druge
1 200000 kn na kraju trece godine. Kojim iznosom moZe to poduzece pod-
miriti navedeno dugovanje krajem pete godine, ako je godisnji kamatnjak 87
Obracun kamata je godisnji, sloZen i dekurzivan.

Rjesenge.
D, = 100000
D, = 200000
p(G) =8
Cy =7
p(G) 8
1+ 220
r=1+00 =10~ 108

Cs = Dy - 7% + Dy - 72 = 100000 - (1.08)* 4+ 200000 - (1.08)* = 359251.20 kn
O
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Zadatak 6.6. U banci je oroceno 10000 kn na 5 godina. Na kraju trece
godine vlasnik racuna je podigao iznos od 5000 kn. Koliko ¢e na racunu biti
na kraju pete godine ako je godisnji kamatnjak za prve dvije godine 4, a za
ostatak razdoblja 57 Obracun kamata je godisnji, slozen i dekurzivan.

Rjesenge.
Cp = 10000
D; = 5000

pl(G) =4=r =104
p2(G) =5=1r =1.05

Cs =7

Cs=Cy-r-73 — Dy -7 = 12520.87 — 5512.5 = 7008.37 kn
O

Zadatak 6.7. Koliki iznos treba orociti danas na 10 godina uz godisnji ka-
matnjak 4 za prve cetiri godine, a 3 u preostalom razdoblju, ako se Zeli da
konacna vrigednost bude 30000 kn? Obracun kamata je godisnji, sloZen i
dekurzivan.

Rjesenge.
C1o = 30000
n =10

p1(G) =4=r =1.04
p2(G)=3=r =1.03

Co =7

010200'7“411’7“5 =

Clo 30000
Cy= 22 = — 21476.55 k
0T IhS T (1.04)4(1.03)8 !
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Zadatak 6.8. Poduzece duguje iznos od 100000 kn na kraju trece i 150000
kn na kraju pete godne od danas. Kojim se iznosom moze podmariti cijeli dug

a) danas

b) na kraju druge godine
c) na kraju treée godine
d) na kraju Seste godine

od danas ako je godisngi kamatnjok za prve dvije godine 8, a u preostalom
razdoblju 7¢ Obracun kamata je godisnji, sloZen i dekurzivan.

Rjesenge.
D3 = 100000
D5 = 150000

pl(G) =8=1r =1.08
pQ(G) =T7=r =107

a)
Dy Ds 100000 150000

r2ry + r2r3 ~ 1.082- 1.07 1082 107

Co = = 185101.70 kn

b)

Ds D5 100000 150000
Co=—+—F= = 215902.63 k
T i r3 107 107 !

D 150000
Cs = Dy + —5 = 100000 + —
T3

= 231015.81 kn

072
d)
Cs = D3 - 75 4+ D5 - 75 = 100000 - 1.07% 4 150000 - 1.07 = 283004.30 kn

O

Zadatak 6.9. Iznos od 20000 kn oroci se na 3 godine. Ako su ukupne kamate
jednake 3152.50 kn, uz koju je godisnju stopu izvrseno orocenje? Obracun
kamata je godisngi, sloZen i dekurzivan.
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Rjesenge.

Cp = 20000
n=3

K = 3152.50
p="?

C3 = Cy+ K = 20000 + 3152.50 = 23152.50

s C5 Cs
Cy=0C, - 3 = 3 _ 9 = — 3/ 3
3 A T CO r CO
,[23152.50
=2 105
' 20000
p
=14+— = =(r—1)-100=0.05-100=5
r +1OO p=(r—1)

Opcenito vrijedi formula:

Ch
—100- ({22~ 1),
p ( Co )

6.3 Relativna i konformna kamatna stopa

Relativna i konformna kamatna stopa koriste se ako osnovno razdoblje ukamacivanja
nije jednake duljine kao osnovno razdoblje na koje se odnosi nominalna (pro-
pisana) kamatna stopa.

Neka je:

d; — duljina vremenskog intervala na koji se odnosi nominalna kamatna stopa
d — duljina vremenskog intervala u kojem se obavlja ukamacivanje.

Tada je

dy

d

broj osnovnih razdoblje ukamacivanja u razdoblju na koje se odnosi nomi-
nalna kamatna stopa.

m =

Definiramo:
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e RELATIVNI KAMATNJAK

Pr =

3=

¢ KONFORMNI KAMATNJAK
’]“K —= 7"% g 7\777_"
= Pk = 100(7’[( — 1)

Napomena:
Ako drugacije nije naglaseno, koristi se konformni kamatnjak!

Zadatak 6.10. Na koju vrijednost naraste 50000 kn na kraju osme godine
ako je godisnja kamatna stopa 4% ¢ Obracun kamata je

a) polugodisnji,
b) dvogodisnyi,
c) kvartalni.

Koristite relativnt kamatnjak.

Rjesenge.
Cp = 50000
n=3~8

p = 4 godisnje

d; = 1 godina
d = 1 polugodiste
_dy 1g  2pol

— — —9
T T Tpol  1pol
P 4
pr=—==-=2 = rrp=102
m 2

n = § godina = 16 polugodista
Cis = Co - 11y = 68639.29 kn
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b)

d; = 1 godina
d = 2 godine
dl 1g 1
nm = — —m — — —
d 2g 2
P 4
pR:_:T:8 = rr = 1.08
mo3

n = 8 godina = 4 dvogodista
Cy = Cy - 15 = 68024.45 kn

d; = 1 godina
d =1 kvartal
_dy 1g  4dkvartala
e ‘d  1lkvartal 1 kvartal
=L =221 o -1
m 4

n = 8§ godina = 32 kvartala
Cay = Cp - 137 = 68747.03 kn
OJ

Zadatak 6.11. Neka osoba uloZi u banku pocetkom prve godine 50000 eura,
a pocetkom cetvrte godine podigne 20000 eura. Koliku ce svotu ta osoba imati
u banci krajem cetvrte godine ako je polugodisnji kamatnjak 3%, a obracun
kamata

a) polugodisnji,

b) mjesecni.

Koristite relativni kamatnjak.

Rjesenge.

a) Jedno obrac¢unsko razdoblje je jedno polugodiste pa sve preracunavamo
u polugodista.

p=3 = 1r=1.03
n = 8 polugodista
Cs = 50000 - 8 — 20000 - 2 = 42120.50 kn
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b) Jedno obracunsko razdoblje je jedan mjesec pa sve prera¢unavamo u mje-

sece.
1 pol 6 mj
1 mj 1 mj
3
pr=L =205 = rp=1005
m 6

n = 4 godine = 48 mjeseci
Cys = 50000 - 78 — 20000 - 1% = 42290.90 kn
O

Zadatak 6.12. Neka osoba ulozi u banku pocetkom prve godine 50000 eura,
a pocetkom trece i cetvrte godine podigne po 10000 eura. Koliku ce svotu ta
osoba imati u banci na kraju pete godine ako je obracun

a) godisnji,
b) myjesecni,
a godisnja kamatna stopa 9% ? Primijenjujemo konformni kamatnjak.

Rjesenge.

a)

p=9 = r=1.09
Cs = 50000 - > — 10000 - 3 — 10000 - 72 = 52099.90 kn

b) Jedno obracunsko razdoblje je jedan mjesec pa sve prera¢unavamo u mje-

sece.
1 12 mj
1 mj 1 mj
r = rm =iz = ¥/1.09 = 1.00721
n = 5 godina = 60 mjeseci
Ceo = 50000 - 7% — 10000 - r3° — 10000 - % = 52099.90 kn

Primijetimo da se, za razliku od relativnog, s konformnim kamatnjakom do-
biva uvijek isti iznos, bez obzira na vremenski interval izmedu obrac¢una. [
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Zadatak 6.13. Neka osoba ulozi v banku 10000 eura. Koliku ée svotu imati
ta osoba u banci krajem pete godine ako banka prve tri godine primjenjuje
godisnju kamatnu stopu 10%, a zadnje dvije 7% ¢ Obracun kamata je sloZen,
polugodisngi i dekurzivan.
Rjesenge.
~ 1god _2polug_2
~ 1polug 1polug

=11 = 1 =117 =11 =1.04881

ry=1.07 = gy =1.072 =/1.07 = 1.03441

n = 5 godina = 10 polugodista
Cio = 10000 - 7%, - 75y = 15238.62 kn

O

Zadatak 6.14. Neka osoba ulozi u banku pocetkom prve godine 50000 kn, a
pocetkom cetvrte podigne 20000 kn. Koliku ée svotu ta osoba imati u banct
krajem cetvrte godine ako je godisngi kamatnjak 2, a obracun kamata sloZen,
dekurzivan, mjesecni, uz

a) relativni kamatnjak,
b) konformni kamatnjak?
Rjesenge.

n =4 god = 48 mj
p(G)=2=r=1.02

Godisnju kamatnu stopu moramo pretvoriti u mjesecnu.

a)

:1go?1: 12@3 RPN
1 mj 1 mj
G 2 1
pr(M) = m “ 156" 0.166666667 = rr = 1.001666667
m

Cyg = 50000 - 73 — 20000 - 1 =
= 50000 - (1.001666667)** — 20000 - (1.001666667)"* =
= 54160.75 — 20403.69 = 33757.06 kn
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b)

m=12=rg =riz = 1.0212
Cyg = 50000 - 75 — 20000 - r3? =
= 50000 - (ri2)* — 20000 - (riz)"? =
= 50000 - r* — 20000 - r =
= 50000 - 1.02* — 20000 - 1.02 =
= 54121.608 — 20400 = 33721.61 kn

OJ

6.4 Konaé¢na (buduéa) vrijednost prenumerando i postnume-
rando uplata ili isplata

Pretpostavimo da imamo visekratne jednake uloge u odredenim, jednakim
vremenskim intervalima. Pitamo se kolika je kona¢na vrijednost svih tih
uloga na kraju n-tog razdoblja.

Uvodimo sljedece oznake:

R — konstantna uplata (isplata) u odredenim, jednakim vremenskim
intervalima

— broj razdoblja ukamacivanja

p — konstantni godisnji kamatnjak
S, — konaé¢na vrijednost prenumerando uplata (isplata) na kraju n-tog
razdoblja
S’ — konacna vrijednost postnumerando uplata (isplata) na kraju n-tog
razdoblja
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PRENUMERANDO uplate (isplate) su uplate (isplate) koje se izvrsavaju
uvijek na pocetku vremenskog razdoblja. Konac¢na vrijednost na kraju n-tog
razdoblja uplata (isplata) izvrsenih pocetkom svakog od n razdoblja (ili krace,
konac¢na vrijednost n prenumerando uplata (isplata)) jednaka je:

S, =R-™+R-m '+ . 4+ R-"?»+R-r=
=R-r - (4" e+ 1) =

r*—1
—R-r-
" r—1
_ r"—1
Sn—R'T 7'71

POSTNUMERANDO uplate (isplate) su uplate (isplate) koje se izvrsavaju
uvijek na kraju vremenskog razdoblja. Konac¢na vrijednost na kraju n-tog
razdoblja uplata (isplata) izvrsenih krajem svakog od n razdoblja (ili krace,
konac¢na vrijednost n postnumerando uplata (isplata)) jednaka je:

SS=R-r"" '+ R- " 4+ .  +R-r+R=
=R-(r" 4" k4] =

B rt—1
N r—1
S/ :R_T"—l

Zadatak 6.15. Osoba ulaze u banku pocetkom svake godine po 15000 kn kroz
pet godina. Ako je godisnjyi kamatnjak 7, kolika je konacna vrijednost svih
uplata na kraju pete, a kolika na kraju osme godine? Obracun kamata je
godisngi, sloZen 1 dekurzivan.

Rjesenge.

R = 15000
p=7=r=1.07

Sy =7
Cy =7
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o — 1.07° -1
=R-r- =1 -1.07 - ———— =92299.36 k
Ss=R-r —] 5000 - 1.07 107 =1 92299.36 kn

Cy = S5 -3 =92299.36 - 1.07% = 113070.67 kn

O

Zadatak 6.16. Neka osoba pocetkom svake godine u prve tri godine uplacuje
po 10000 eura uz 10% godisnje kamatne stope, a u daljnjih sedam godina po
15000 eura uz 8% godisnje kamatne stope. Koliko ée ta osoba imati u banci

na kraju petnaeste godine ako se i dalje primjenjuje godisnja kamatna stopa
od 8% 7

Rjesenge.
Ry, = 10000
Ry = 15000

p=10=r =11
p2:8:>7“2:1.08

Cis =7
3 3

rd—1 1.1% — 1
Sg Rl T L — 1 0000 111 36410

7 7

rl—1 1.08" —1

— P - =1 -1.08 - ———— = 144549.42

57 Rz ] ry — 1 5000 08 108 —1 549

Ci5 = S3 - 19> + Sy - r5 = 304077.09 eur

Zadatak 6.17. Osoba ulaze u banku na ime stambene stednje krajem svakog
myjeseca po 500 kn. Koliku ée svotu ta osoba imati u banci na kraju godine
ako joj se u tom trenutku uplate i drZavna poticajna sredstva od 1250 kn?
Godisnji kamatnjak je 3, a obracun kamata mjesecni, slozen i dekurzivan?

Rjesenge.
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R =500
n = 12 mjeseci
p=3=r=1.03

1
m—tsd 12,
1 mj 1
ric =rm = 10312 = 1.00246627
ri2 —1
S, =R & = 6082.06
Tk — 1

Ciy = S, + 1250 = 7332.06 kn
O

Zadatak 6.18. Osoba treba na kraju pete godine platiti iznos od 30000 eura.
U dogovoru s vjerovnikom duznik se obvezao da ée krajem svake godine kroz
pet godina uplacivati odredenu svotu. Koja je to svota ako vierovnik trazi 8%
godisnjih kamata, a obracun je godisnji, sloZen i dekurzivan?

Rjesenge.
St = 30000
n=2>:

p=8=r1r=1.08

R =7

ro—1
SI=R-
5 r—1
, r—1 1.08 -1
— - —_ = ¢ —_— = 11
R=2S5; ] 30000 103 — 1 5113.69 eur
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Zadatak 6.19. Neka je osoba uplacivala u banku pocetkom svake godine po
5000 eura kroz 5 godina. Koliko ¢ée ta osoba imati u banci na kraju desete
godine ako je banka prve tri godine primjenjivala kamatnu stopu 6%, u pre-
ostalom razdoblju 5%, i ako je osoba na kraju sedme godine podigla iznos od
10000 eura?

Rjesenge.
R = 5000
n=>:

p1:6:>7’1:1.06
p2:6$7’2:1.05

010 :7

rd—1
Sy =R-r- - = 16873.08
r —
2
1
Sy = R-ry- 2 - = 10762.50
ro —

Clo = S -8 4 Sy - 75 — 10000 - 73 = 25901.85 eur

O

6.5 Pocetna (sadasnja) vrijednost prenumerando i postnume-
rando isplata (renti)

Pretpostavimo da imamo viSekratne jednake isplate u odredenim, jednakim
vremenskim intervalima. Pitamo se kolika je pocetna vrijednost svih tih
uloga na pocetku prvog razdoblja.

Dodatno, koristimo jos i ove oznake:

A, — pocetna vrijednost postnumerando isplata

Al — pocetna vrijednost prenumerando isplata
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Pocetna vrijednost na pocetku prvog razdoblja isplata izvrsenih krajem sva-
kog od n razdoblja (ili kraée, poCetna vrijednost n postnumerando is-
plata) jednaka je:

R R R

T T T

R

:_(Tn71+rn72_|_ +1):
rn

R -1

oo —1

Pocetna vrijednost na pocetku prvog razdoblja isplata izvrSenih pocetkom
svakog od n razdoblja (ili kra¢e, poCetna vrijednost n prenumerando
isplata) jednaka je:

R R
A =R+ —+... +—— =
T T
R
:rn_l(r”_1+rn_2+...—|—1):
R -1
B |
A/ _ _R r"—1

Zadatak 6.20. Koliki iznos treba danas uloziti u banku da se osigura 5
godisngih postnumerando isplata po 30000 kn i na kraju Seste godine jedno-
kratna isplata od 50000 kn? Obracun kamata je sloZen, godisnji i dekurzivan,
a godisnja kamatna stopa 8%.

Rjesenge.
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R = 30000
n=2>5

p=8=r=1.08

Co =7

50000_R T5—1+50000
R | 76

Co= A5+

= 151289.78 kn

O

Zadatak 6.21. Pocetkom svake godine osoba uplacuje u banku po 10000
eura kroz tri godine. Na pocetku cetvrte godine pocinge joj se isplacivati
polugodisnja renta pocetkom svakog polugodista kroz dvije godine. Izracunajte
visinu rente ako banka za prve tri godine primjenjuje godisnju kamatnu stopu
6%, a u preostalom razdoblju 5%. Obracun kamata je polugodisnji slozen i
dekurzivan.

Rjesenge.
Ry = 10000

p1:6:>7'1:1.06:>7"]{1: v 1.06
pa=5=19=105=rg, =v1.05

Ry =7

Bududi da se koristi konformni kamatnjak, S3 mozemo izracunati i tako da
obracunavamo gorisnje kamate:

3

1
Sy =Ry -7y -1 - = 33746.16 kn

T —

S druge strane, pocetnu vrijednost prenumerando rente, A’ moramo rac¢unati
obracunavaju¢i kamatnu stopu polugodisnje. Koriste¢i da S3 mora biti jed-
nako A/, dobivamo:

4
_ B ok, —

3
TKQ TKQ -

1
A, - = 33746.16
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r3 (rg, — 1
= Ry = 33746.16 - %
’I"K2—

= 8747.72 kn

Napomena:
Uvjerimo se jos jednom da je, zbog konformnosti kamatne stope, svejedno
da li racunamo S3 preko polugodisnjeg ili preko godisnjeg obrac¢una:
Sy=Ry -1y +Ri-rx +Ri-ry =Ri-ry - (rg, +rg, +1) =
3

:R1'T1'(T%+T1+1)2R1-7‘1
7"1—1

6.6 Zajam

Model zajma temelji se na Cinjenici da pocetna vrijednost svih uplacenih
anuiteta mora biti jednaka visini odobrenog zajma.

6.6.1 Model otplate zajma uz jednake anuitete

Koristimo sljede¢e oznake:

C=Cy — visina zajma
a — jednaki anuiteti
p — konstantni dekurzivni kamatnjak
n — broj razdoblja otplate zajma
r=1+ 1](;;0 — dekurzivni kamatni faktor
Cr — ostatak duga na kraju k-tog razdoblja
I, — kamata na kraju k-tog razdoblja nastala u tom razdoblju
R, — otplatna kvota na kraju k-tog razdoblja
Vrijedi:
C:C’oza-& N azc.w
r(r —1) rm—1
L= Cy1-p
100
Rk = a— Ik
Cr = Cy-1 — Ry,

Navedene formule omogucavaju nam sastavljanje otplatne tablice zajma.
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Lako se izvedu jos i ove formule:

Rn = Cn—l
Rk = Rk—l T
rnk 1

Ch=a- rn=k(r — 1)

Smisao otplate zajma je da se kroz anuitete otplati sam zajam ali i kamate
stvorene u svim razdobljima. Stoga vrijedi:

iGZiIk—i—iRk:iIk—i—C
1 1 1 1

Zadatak 6.22. Zajam od 30000 kn odobren je na 3 godine uz godisnji ka-
matnjak 10 ¢ placanje jednakih anuiteta krajem godine. Sastavite otplatnu
tablicu. Obracun je godisnji, sloZen i dekurzivan.

Rjesenge.
C' = 30000
p=10=r=1.1
n=3
r(r—1) 1.13(1.1 - 1)
=C.—— L= o ) 19063.44
a=C e 30000 TRERS 063
1. godina:
Co-p 30000 - 10
I = = =
L1000 100 3000
Ry =a— 1, =12063.44 — 3000 = 9063.44
Cy = Cy — Ry = 30000 — 9063.44 = 20936.56
2. godina:

Ci-p  20936.56 - 10

100 100
Ry = a — I, = 12063.44 — 2093.66 = 9969.79

Cy = C1 — Ry = 20936.56 — 9969.79 = 10966.77

I, =

= 2093.66
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3. godina:

Cy-p  10966.77 - 10
I = — — 1096.
77100 100 090.68

R3 =a— I3 =12063.44 — 1096.68 = 10966.77
Cs5 = Cy — Ry = 10966.77 — 10966.77 = 0

Konacno, otplatna tablica izgleda ovako:

a Ik Rk Ck

- 30000
12063.44 | 3000 9063.44 | 20936.56
12063.44 | 2093.66 | 9969.79 | 10966.77
12063.44 | 1096.68 | 10966.77 0

> 136190.33 | 6190.33 | 30000

W N = O

0J

Zadatak 6.23. Zajam od 100000 kn odobren je na 2 godine uz godisnji ka-
matnjak 10 ¢ placanje jednakih anuiteta krajem polugodista. Sastavite ot-
platnu tablicu ako je obracun sloZen, dekurzivan i polugodisnji.

Rjesenge.
C = 100000

p(G)=10=r=11
n = 2 god = 4 polugodista

1god 2 pol ,
m==-20C 2P o = = VI = pr = 100(VI1 - 1)
1 pol 1 pol
4 (rpe — 1 2ri — 1 1.12(VI1 -1
o= =D o 0=l 000 MG ) ~ 9812310
rig —1 r2 —1 1.12 -1
Koristecéi formule
I — Cik-1 - pr
k— = 140
100
Rk = a_[k7
Cy = Cy1 — Ry,
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dobivamo sljede¢u otplatnu tablicu:

k a Ik Rk Ck
0 - - 100000
1| 28123.19 | 4880.88 | 23242.31 | 76757.69
2| 28123.19 | 3746.45 | 24376.74 | 52380.95
3| 28123.19 | 2556.65 | 25566.54 | 26814.41
41 28123.19 | 1308.78 | 26814.41 0

> 1 112492.76 | 12492.76 | 100000

O

Zadatak 6.24. Zajam od 100000 kn treba otplatiti u dvije godine jednakim
anuitetima krajem polugodista. Koliki su anuiteti ako se prve godine primje-
njuje mjesecni kamatnjak 1.1, a druge godine godisnji kamatnjak 10. Obracun
kamata je sloZen, dekurzivan i polugodisnji. Primijenite relativni kamatnjak!

Rjesenge.
C' = 100000
p(M)=1.1
p2(G) = 10

n = 2 god = 4 polugodista

Kako je obrac¢un polugodisnji, oba kamatnjaka moramo pretvoriti u polu-
godisnje i to relativno.

Imj 1mj 1 M 1.1
my=— = 2 P 2066 = g, = 1.066
lpol 6mj 6 my 3
1 god 2 pol G 10
mo = 8 _ P2y =>pR2:p2—:—:5 = TR, = 1.05
1 pol 1 pol ma 2

Anuitete ¢emo izraCunati tako da izjednac¢imo visinu zajma sa pocetnom
vrijednosti svih upla¢enih anuiteta:

a a a a
C=—+—5+5—+
TRI T’Rl rerRQ

2 2
2 12 /TR TR,
Ri1" R>
2 .2 2 2
CTR1T.R2 —a/TRlTR2+a'TR2+arR2 +a/

=a- (rp,rh, + 75, + TR, + 1)

2 .2
C * rerRQ

2 2
TRy TRy + TRy T TRy, + 1

= a= = 28948.72 kn
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6.6.2 Model otplate zajma uz jednake otplatne kvote

U ovom modelu otplate zajma u svakom razdoblju otplati se isti dio zajma
(glavnice) i pripadna kamata. Dakle otplatne kvote su iste za svako razdob-
lje, a razliciti su anuiteti.

Koristimo sljede¢e oznake:

C=Cy — visina zajma
ar — anuitet na kraju k-tog razdoblja
p — konstantni dekurzivni kamatnjak
n — broj razdoblja otplate zajma
r=1+4 1](;;0 — dekurzivni kamatni faktor
Cr — ostatak duga na kraju k-tog razdoblja
I, — kamata na kraju k-tog razdoblja nastala u tom razdoblju
R — jednake otplatne kvote
Vrijedi:
C
R=—
n
_ Cy1-p
" 100
ap, = R+ I,
Cr=Cr1 — R

ili alternativno: Cj, = C(1 — £)

Zadatak 6.25. Zajam od 100000 kn odobren je na 2 godine uz 10% godisnjih
kamata @ iste otplatne kvote. Sastavite otplatnu tablicu. Obracun kamata je
godisngi, sloZen 1 dekurzivan.

Rjesenge.
C' = 100000
p(G)=10=r=11
n =2
' 100000
R=—= = 50000
n 2
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1. godina:

Cy-p 100000 - 10
_[ p— p— p— 1
Y7 100 100 0000

ay = R+ I; = 50000 + 10000 = 60000
Cy = Cy — R = 100000 — 50000 = 50000

2. godina:

Cy-p 50000 - 10
100 100 o000
as = R+ I, = 50000 + 5000 = 55000

Cy = C7 — Ry = 50000 — 50000 = 0

Iy

dobivamo sljedec¢u otplatnu tablicu:

k Qg Ik R Ck;

0 - - - 100000
1| 60000 | 10000 | 50000 | 50000
2 | 55000 | 50000 | 50000 0

>~ | 115000 | 15000 | 100000

O

6.6.3 Model otplate zajma unaprijed dogovorenim anuitetima

U ovom modelu zajam C' treba amortizirati dogovorenim jednakim anuite-
tima a krajem svakog razdoblja uz kamatnjak p. Pitamo se koliko je vrijeme
amortizacije, tj. koliko ¢e anuiteta trebati ukupno uplatiti.

Iz

r(r—1)

—C.
“ rm—1

slijedi da je vrijeme amortizacije:

- Ina—Inja—C(r—1)]

T Inr

Ukoliko n nije cijeli broj, zaokruzujemo ga na prvi manji, uz napomenu
da je vrijeme amortizacije n + 1. Na kraju racunamo koliko mora iznositi
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posljednji, (n + 1). anuitet (svi prethodni anuiteti iznose a!). Taj anuitet
naziva se jo$ i krnji anuitet i oznacava se sa a;, ;.

/ — Len+l o =1
Ay =C-r a-r-t=

Zadatak 6.26. Poduzece trazZi zajam od 200000 kn uz 9% godisnjih kamata
i moZe placati anuitet od 50000 kn krajem godine. Odredite vrijeme amorti-
zactje.

Rjesenge.
C = 200000
p=9=r=1.09
a = 50000

n = 2 god = 4 polugodista

Ina —Infa — C(r —1)]

n = —_=

Inr
~ In 50000 — In[50000 — 200000(1.09 — 1)]
B In1.09 B
= 5.179 godina
Krnji anuitet:
-1
a;+1=C-r"+1—a-7’-:ﬂ_1 =
5
—1
=C.-r%—q- T =
ag e —
1.09° -1

=2 -1.09% — -1.09 -
00000 - 1.09° — 50000 - 1.09 09 1

= 9253.29 kn
Dakle, da bi se otplatio zajam od 200000 kn uz anuitete od 50000 kn, po-

trebno je krajem svake od 5 godina uplatiti anuitet od 50000 kn i jos na kraju
6. godine 5253.29 kn. 0
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6.7 Potrosacki kredit

Potrosacki kredit predstavlja primjer jednostavnog i anticipativnog obracuna
kamata.

Koristimo sljede¢e oznake:

— iznos odobrenog potrosackog kredita
— udio u gotovini

— iznos stvarnog potrosackog kredita
— ukupna kamata

ukupno dugovanje

— ImjeseCna rata

— postotak udjela u gotovini

—  kamatni koeficijent

— broj mjeseci na koji je odobren potrosacki kredit

2 3 aw wR QYA
|

— godisnji anticipativni kamatnjak

Ukupno dugovanje po potrosackom kreditu dobivamo kada od iznosa odobre-
nog potrosackog kredita C' oduzmemo udio u gotovini P i dodamo ukupne
kamate K:

iznos odobrenog potrosackog kredita C'

- udio u gotovini P

iznos stvarnog potrosackog kredita  C}

=l

+ ukupne kamate

ukupno dugovanje Cs
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Vrijedi:

_ (m+1)
k= 24)q

C-(1— &)1+ 55)=R-m

Napomena:

Obicno se u praksi uzima da mjese¢na rata moze iznositi najvise 1/3 mjesecne
place.

Zadatak 6.27. Potrosacki kredit u iznosu od 50000 eura banka je odobrila uz
rok otplate od 4 godine, godisnju anticipativnu kamatnu stopu 15% i udjel u
gotovini od 30%. Izracunajte iznos udjela u gotovini, ukupne kamate i iznos
mjesecne rate.

Rjesenge.

C = 50000
m = 4 godine = 48 mjeseci
p = 30%

q = 15%

P K,R="

D 30
P=C - =50000- — = 15000
100 100
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Za racunanje ukupne kamate K potrebno je najprije izracunati iznos stvarnog
potrosackog kredita C' i kamatni koeficijent k:

Cy = C — P = 50000 — 15000 = 35000
(m+1)-q 49-15

- — 30.62
k o o = 30625

_ k 30.625

K=C — = : = 10718.
= Ch - 75 = 35000 - =2 0718.75

Za racunanje mjesecne rate R potrebno je najprije izracunati ukupno dugo-
vanje Cy: o
Cy = C1 + K = 35000 + 10718.75 = 45718.75

= R = 2 = —45718'75 = 952.47
m 48

O

Zadatak 6.28. Na koje je vrijeme odobren potrosacki kredit od 30000, ako
je postotak udjela u gotovini 20, godisnja anticipativna kamatna stopa 16%,a
mjesecna rata 1166.67 eura.

Rjesenge.
C = 30000
R =1166.67
p = 20%
q = 16%
m =7
Uvrstavanjem
I (m+1)-q
N 24
" k
p
C-(1-=—)1+-—)=R-
(1= 75601+ 159 m
dobivamo ( D
p m+1)-q
_ Py X Y _R.
e T Ay A
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20 (m+1)-16

30000 - (1 — ——)(1 — 1166.67 -
(1= 1500+ 500 ) m

24000 + 160 - (m + 1) = 1166.67 - m
24160 = 1006.67 - m

= m = 24 mjeseca

OJ
6.8 Kontinuirano ukamadivanje
Koristimo sljede¢e oznake:
n — vrijeme u godinama
p — prosjecni godisnji prirast (u postocima)
Cy — pocetna vrijednost glavnice
C, — konacna vrijednost glavnice nakon n godina konstantnog ukamacivanja

Kontinuirano ukamacivanje je poseban obracun kamata, u kojem se ka-
mate obracunavaju svakog trenutka i pribrajaju glavnici, tj. nema vremen-
skog diskontinuiteta izmedu dva obrac¢una kamata i njihovog pribrajanja glav-
nici unutar vremenskog trajanja kapitalizacije.

Kontinuirana kapitalizacija se primjenjuje u odredivanju prirodnog rasta
(prirasta biljaka, zivotinja, ljudi) i u makroekonomskim istrazivanjima.

Vrijedi:

np
C,, = Cy - et

Iz toga lako slijedi:

np 100 Cy
Co=C, e 10 i n=—--Iln—

Zadatak 6.29. Za koje ée vrijeme drvne mase u nekoj sumi biti 50% vise
ako je prosjecni godisnji prirast 2.8% ¢

Rjesenge.
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Co

Cn:CO—I—ﬂ-CO:LE)-C’O

100
p=28%
n ="
n-p n-p Cn n- p Cn 100 Cn
C,=Cp-et00 =¢el0d =— = —=In— =>n=—" In—
oem T g 0o T T NG
1 1 1.5- 1
n:ﬂ-ln%:ﬂ-ln g CO: Oo-ln1.5:14.48
P Co p Co 2.8

=n=14g5mj23d

O
Zadatak 6.30. Za koliko se godina druna masa od 9230m? neke sume povecala
jos za 3000m? ako je prosjecni godisngi prirast 2% ?
Rjesenge.
Co = 9230
C, = Cy + 3000 = 12230
p=2%
n="?

100 C, 100 12230
n=—-In = —

“n 1 — 14.072 godi
p T, T 2 9230 godina

OJ
Zadatak 6.31. Koliko je tesko bilo pile prije 6 mjeseci ako je danas njegova
tezina 2 kg, a godisnji prirast 250% ¢

Rjesenge.
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C,=2
n =6 mj=0.5 god
p = 250%

Cy =?

_0.5-250

Co=Cp-e 10 =2.¢ 10 =2 100 =0.573 kg

Pile je prije 6 mjeseci bilo tesko 0.573 kg. 0

Zadatak 6.32. Koliko ¢e kg dijete imati na svoj 6. rodendan ako je rodeno
s 2.5 kg v ako se pretpostavija da prve 2 godine kontinuirano dobiva na tezZini
5% mjesecno, a sljedece 4 godine prosjecno 2% mjesecno? Koristite relativnu
kamatnu stopu.

Rjesenge.
ny = 2 god

p1 = 5% mjesecno
ne = 4 god

p2 = 2% mjesecno

Ce =7
1 mj 1 mj 1 N
m = = = —
lgod 12mj 12
5
PR, = b — = 60% godisnje
mo1
2
PRy, = B2 _ — = 24% godisnje
mo1
n1PRy n2°PRy
Co=Cy-e 10 | Ce=0y-e 10 =

n1'PRy "2'PRoy 2.60

Co=Cp-e 10 e 10 =25.¢10 - i —21.677 kg
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