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Od uzorka do populacije

Inferencijalna statistika — osnovna ideja

Inferencijalna statistika donosi zakljucke o populaciji na osnovu podataka prikupljenih iz uzorka.

Uvijek postoji neizvjesnost — ne posmatramo cijelu

populaciju.

Tipi¢na pitanja
@ Koji procenat zaposlenih Zena ima fakultetsku
diplomu?

o Koliko je srednje vrijeme prezivljavanja za
pacijente s ovom vrstom raka?

@ Koji udio biraca podrzava odredenu politiku?

o Koja je prosjecna plata u sektoru?

Parametar vs. statistika

Parametar — broj koji opisuje populaciju
Oznaka: p (sredina), p (proporcija)
Statistika — broj izraunat iz uzorka
Oznaka: x (sredina), p (proporcija)
Statistiku znamo (iz podataka).
Parametar procjenjujemo (cilj analize).

Kljuéna razlika od deskriptivne statistike

Deskriptivna statistika opisuje uzorak koji imamo. Inferencijalna statistika zakljucuje o populaciji koju
nismo u potpunosti posmatrali.
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Lanac zaklju¢ivanja: od podataka do zakljucka

POPULACIJA gl sLUCAIN ][ STATISTIKA ), [EPNSRIVYS
parametar p ili UZORAK > pili x — interval
veli¢ina n ) L iz uzorka ) pouzdanosti

Sta procjenjujemo

o Statistiku iz uzorka (p ili x) o Parametar populacije (p ili u)
o Velicinu uzorka n @ S odredenim nivoom pouzdanosti (95%,
e Da je uzorak sluéajan (SRS) 99%...)

o U obliku intervala, ne tacke
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Distribucija uzorkovanja proporcije

Formalna definicija

Distribucija uzorkovanja statistike je distribucija vrijednosti koje statistika uzima u svim moguéim

uzorcima iste veliCine iz iste populacije.

Distribucija uzorkovanja p

Uzmimo SRS veli¢ine n iz populacije s proporcijom
p.

Kada je n dovoljno veliko:

@ p prati normalnu distribuciju

o Sredina distribucije uzorkovanja: pp = p

p(1—p)

o Standardna greska: SE =

Predavac
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95% svih uzoraka daje p unutar 2 - SE od p.
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Primjer: Planovi apsolventa za postdiplomski studij

Postavljanje problema

Istina o populaciji: p = 0,215 (21,5% apsolventa planira postdiplomski).

Veli¢ina uzorka: n = 23.915.

Izraun standardne greske

e \/p(l -p) \/0,215 x 0,785
- n 23.915

1687
= 02’3698158 = 4/0,00000706 = 0,00266

Pravilo 68-95-99,7:

95% uzoraka daje p izmedu:
0,215 — 2(0,00266) = 0,2097
0,215 + 2(0,00266) = 0,2203

Sta ovo znadi?

o SE je mali jer je n velik
@ Skoro svi uzorci daju p blisko pravom p

@ 95% uzoraka pada u raspon
[0,210; 0,220]

Stabilnost SE

SE se malo mijenja s p:
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val pouzdanosti?

Definicija

Interval pouzdanosti nivoa C za parametar je interval izracunat iz podataka uzorka koji “hvata” pravu
vrijednost parametra u C% ponavljanih uzorkovanja.

Formula za proporciju Kriti¢ne vrijednosti z*

R " ﬁ(l — /,J\) Nivo pouzdanosti z*
p 4+ 7*. N 7
n 90% 1,645
gdje je: 95% 1,960
@ p — proporcija uzorka 99% 2,576
@ z* — kriticna vrijednost za nivo C Koristimo p umjesto p jer p ne znamo. Za veliki n, ovo je
@ n — veli¢ina uzorka dobra aproksimacija.

v
v
Napomena: Koristimo p jer p ne znamo — to je upravo ono sto procjenjujemo. Za veliki n ovo je dobra aproksimacija.

Predavac Inferencijalna statistika

7 /19



Primjer: 95% interval pouzdanosti za proporciju

Podaci
NSSE anketa: n = 23.915 apsolventa, od kojih 5.038 planira postdiplomski.
p =5038/23915 = 0,211

Izracun 95% intervala Tumacenje

0,211 x 0,789 95% smo uvjereni da izmedu 20,58% i
SE = \/ 23915 = v/0,000006970 = 0,00264 21,62% svih apsolventa u SAD i Kanadi
B+ 7* - SE = 0,211 + 1,960 x 0,00264 planira postdiplomski studij.
— 0.211 =+ 0.0052 Drugim rije¢ima: metoda koja daje ovakve

intervale “hvata” pravi p u 95% slucajeva pri
J ponovljenom uzorkovanju.

Interval: [0,2058; 0,2162]

Vazno! Interval ne znaci da postoji 95%
vjerovatnoc¢a da p lezi u ovom konkretnom
intervalu. Pravi p je fiksna vrijednost, nije
slu¢ajan.
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Razumijevanje intervala pouzdanosti

Klju¢na ideja: sta bi se desilo pri ponovljenom uzorkovanju?
Svaki uzorak daje drugaciji interval. Nivo pouzdanosti 95% znaéi da bi 95 od 100 takvih intervala
“uhvatilo” pravi parametar.

pravi p

' Dva konkretna uzorka

Uzorak 10 — Uzorak 1: p=0,211
Uzorak 9 —— = interval: 0,211 + 0,0053 = [0,206; 0,216]

Uzorak 8 —1—

Uzorak 7 —1— Uzorak 2: p = 0,208
= interval: 0,208 40,0052 = [0,203; 0,213]

Uzorak 6
Uzorak 5 —+—

Oba intervala su razlicita, ali oba “hvataju” pravi
Uzorak 4 f
Uzorak 3 —+— p= 0,215 )
Uzorak 2 :
Uzorak 1 —— Pouzdanost metode, ne intervala Govorimo o
! pouzdanosti metode, ne o pouzdanosti jednog
0,211 konkretnog intervala. 95% intervala napravljenih

ovom metodom sadrzi pravi parametar.
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Razli¢iti nivoi pouzdanosti

Opsta formula s kriticnom vrijednoséu z*
Za bilo koji nivo pouzdanosti C izmedu 0 i 1, postoji z* takav da normalna distribucija ima
vjerovatnoéu C unutar z* standardnih devijacija od sredine.

) B(L—p)
+ z5 [ ———
& n
Primjer: 99% interval (NSSE) 99% —— *o.00es
n=23915 p=0211, z*=2576
95% === £0,0052
p + 2,576 x 0,00264
= 0,211 + 0,0068 00% —— 0,008
Interval: [0,2042; 0,2178]
99% smo uvjereni da izmedu 20,42% i 21,78% p=0.211
apsolventa planira postdiplomski. | Visa pouzd. = Siri int. = manje prec.
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Distribucija uzorkovanja srednje vrijednosti X

Odaberemo SRS velicine n iz populacije sa sredinom p i SD o. Neka je X srednja vrijednost uzorka.

@ Distribucija uzorkovanja X je aproximativno normalna za velik n

@ Sredina distribucije uzorkovanja: uz = p i standardna greska: SEz = \i[
n

Dvije vazne posljedice

1. Manja varijabilnost:

Sredina viSe opservacija je manje varijabilna od
pojedinacnih opservacija.

2. Normalnost:

Distribucija sredine je normalija od distribucije
pojedinacnih opservacija.

Predavac

Standardna greska se smanjuje s n

n SE=o/y/n vs.n=1
1 o x1
4 a/2 x0,50
25 a/5 % 0,20
100 o/10 0,10
Da bismo prepolovili SE, trebamo 4x veéi uzorak.

Inferencijalna statistika 11 / 19



Centralna grani¢na teorema

Centralna granicna teorema (CGT)
Kako uzimamo sve vise i vise nasumicnih opservacija iz bilo koje populacije, distribucija srednje
vrijednosti tih opservacija se sve vise priblizava normalnoj distribuciji.

n = 30 (normalnal)

Prakti¢no pravilo
@ n > 15: adekvatno za veéinu distribucija (bez
ekstremnih outliera)

n==5

Populacija (iskosen

@ n > 40: dovoljna za jasno iskosene
distribucije bez outliera

@ Veéi n = sigurnija normalna aproksimacija

vrijednost

Zasto je CGT vazna?
Cak i kada ne znamo oblik distribucije populacije, za dovoljno velik n mozemo koristiti normalne metode
za intervale pouzdanosti!
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Interval pouzdanosti za srednju vrijednost

Formula

Odaberemo SRS veli¢ine n iz populacije sa nepoznatom sredinom .
Neka je X sredina uzorka, s standardna devijacija uzorka.
Aproximativni interval pouzdanosti nivoa C za p:

_ S
Xtz -—
Vvn
.
Analogija s proporcijom Napomene
.. . @ Ne znamo o (populacijska SD), pa
P .. . .
roporeya Sredina koristimo s (SD uzorka) - valjano za velik n
Parametar  p i @ Za mali n koristimo t-distribuciju (napredni
Statistika  p X kurs)
SE VP —p)/n s/Vn @ Recept vrijedi samo za SRS!
Interval ptz"-SE x+z*-SE
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Primjer: NAEP test iz matematike

Podaci

NAEP 2015: n = 13.200 maturanta, X = 152 (rezultat), s = 34, raspon 0-300.

Izracun 95% intervala

SE= S 34 _ 34
Vvn o V13200 1149

%+ 7* - SE = 152 & 1,960 x 0,296

— 1524058

Interval: [151,42; 152,58]

95% smo sigurni da je srednji rezultat svih maturanta
izmedu 151,42 i 152,58.

= 0,296

v

95% interval

[ —

T
151,42 152 152,58
149 150 151 152 153 154

Uocite preciznost

Margina greske je samo 40,58 boda!
To je jer je n = 13.200 veoma velik.

Veéi n = uzi interval = preciznija procjena.
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SazZetak: Sve u jednoj tablici

Situacija Parametar Interval SE

ij b p(1-p) p(1—p)
Proporcija p (nepoznat) ptzey/BE AE
Sredina i (nepoznat) Xtz 7

Uvjeti za valjanost Ceste greske u tumacenju

o Uzorak je SRS (slucajni) @ "95% 3anse da pravi parametar lezi u intervalu”
@ Veli¢ina uzorka dovoljno velika — pogresno (parametar nije slu€ajan)

(n > 15 za sredinu, np > 10 za proporciju) @ "95% podataka je u intervalu” — pogresno
@ Populacija znatno veéa od uzorka (interval nije za podatke)

@ Ispravno: 95% je pouzdanost metode

Predavac Inferencijalna statistika 15 / 19



Prakti¢no pitanje 1: Podrska politici

Anketiramo SRS od n = 1.500 odraslih gradana. Od njih, ny, = 825 podrzava odredenu ekonomsku
politiku.
p = 825/1500 = 0,550

T "
@ lzracunaj 95% interval pouzdanosti za p. SE — 0’535%%,45 — /00001650 — 0,01285

@ lzracunaj 99% interval pouzdanosti za p.

(1) 0,550 £ 1,960 x 0,01285 = 0,550 + 0,025
Interval: [0,525; 0,575]

(2) 0,550 + 2,576 x 0,01285 = 0,550 = 0,033
Interval: [0,517; 0,583]

(3) Da — oba intervala su iznad 0,50.

(4) SE = /0,55 x 0,45/400 = 0,0249

Mnogo Siri interval: 0,550 + 0,049
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© Moze li se tvrditi da vise od polovine gradana
podrzava politiku? Zasto?

Q Kako bi se rezultat promijenio da je n = 4007




Prakti¢no pitanje 2: Prosjec¢na plata

SRS od n = 400 zaposlenih u sektoru IT. Prosje€na plac¢a uzorka: x = 2.850 KM, standardna devijacija

uzorka: s = 520 KM.

@ lzraCunaj standardnu gresku X.
@ lzracunaj 95% interval pouzdanosti za p.
© Tumadi interval u kontekstu.

@ Medijski naslov kaze “prosjecna IT plaéa je
2.900 KM". Je li ovo kompatibilno s vasim
intervalom?

.

Predavac

)

NESIES
(1) SE= 35 = 50 = 26 KM

(2) 2850 £ 1,960 x 26 = 2850 + 50,96

Interval: [2799; 2901] KM

(3) 95% smo sigurni da je prosjecna IT placa
izmedu 2.799 i 2.901 KM.

(4) 2.900 KM lezi unutar intervala [2799;2901] —
tvrdnja iz naslova je kompatibilna s nasim
podacima.
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Prakti¢no pitanje 3: Veli¢ina uzorka i pouzdanost

Zadatak za razumijevanje

Istrazivac zeli 95% interval pouzdanosti za proporciju p koji ima marginu greske ne ve¢u od 0,03 (3
procentna poena). Koliki uzorak je potreban?

Opcs formnul za velgin uaork

Margina greske: z* - SE < 0,03 ~* 2
[6(L— p) n> ( ) p(l—p)
Lk SR o S

1,960 - < 0,03 ME

Najgori slucaj: p = 0,5 (maksimalni SE)

0,25 Za nepoznato p, koristimo p = 0,5 (daje
1,960 x 4/ — - <0,03 najkonzervativniju — najveéu — procjenu n). )
/0 25 0,03
< —/— =10,01531
= 1,960 T
0.25 0.25 Trebamo barem n = 1068 ispitanika za
> b = ) ~ 1 . ~ 0, . ) .
n> 0.015312  0.000234 068 marginu greske < 3% pri 95% pouzdanosti.
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Hvala na paznjil!
Pitanja i diskusija

“Nikada ne mozemo biti 100% sigurni — ali mozemo biti 95%."

— osnovna ideja intervala pouzdanosti
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